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[ STATIKA }
" MEREV TESTEK | [ SZILARD TESTEK

| STATIKAJA | | STATIKAJA |
SZILARD TESTEK STATIKAJA=SZILARDSAGTAN
* Szilard testek feszlltségeivel és  — .
alakvaltozésaival foglalkozik 7 —— >
SZILARD TESTEK — i
e Terhelés hatasara alakvaltozasok ®

keletkeznek a testben.
 Valos, nem idealizalt, mint a merev
testek. elmozdulas




SZILARDSAGTAN FELOSZTASA
| SZILARDSAGTAN |

\_

" ELEMI SZILARDSAGTAN

Rudelemek esetén

Egyszerisiteseket hasznal )

" ALTALANOS SZILARDSAGTAN
 Barmilyen méretd, alaku testre

* Pontosabb, de bonyolultabb )

| SZILARDSAGTAN |

-

RUGALMASSAGTAN )

Rugalmas anyagu test
Rugalmas-képlékeny
anyagu test rugalmas
allapota

/

[ KEPLEKENYSEGTAN
 Képlékeny anyagu test
 Rugalmas-képlékeny anyagu

\_ test keplekeny allapota )




SZILARDSAGTANI KOVETELMENYEK

e SZILARDSAG

- lgénybevételek, feszultségek alulmaradasanak biztositasa az
anyag altal biztonsaggal elviselhetd értékhez képest.
- Torés, tonkremenetel elkertlése.

e MEREVSEG

- Elmozdulasok, alakvaltozasok alulmaradasanak biztositasa
egy bizonyos, el6re meghatarozott értékhez képest.
- A hasznalat akadalyozasanak, korlatozasanak elkerulése.

e STABILITAS

- A stabilis egyensuly megsziinésének elkerilése, vagyis az
egyensulyi allapot stabilitasanak megbrzése.



SZILARDSAGTANI MEGFELELOSEG IGAZOLASA

A MEGENGEDETT IGENYBEVETEL/FESZULTSEG NE LEGYEN
KISEBB A MERTEKADO IGENYBEVETELNEL/FESZULTSEGNEL.

Ymax < Yeng. ’ max < peng.

A MEGENGEDETT ELMOZDULAS/ALAKVALTOZAS NE LEGYEN
KISEBB A MERTEKADO
ELMOZDULASNAL/ALAKVALTOZASNAL.

€ max - eeng. ) dmax - deng.

A gazdasagossag erdekeben az egyenldség megkozelitésére
szukséges torekedni valamennyi relacio teljesitésekor.



A valdszinliségi valtozoként mikod6 terhek ésszerlien megvalasztott
legnagyobb értékeinek megfelel6 kombinacidja hatasara kialakuld
legnagyobb keresztmetszeti mennyiségek a mértékado értéekek.

A valdszinlségi valtozéként mikédé anyagi ellenallas ésszerlen
megvalasztott legkisebb értékének és szikseg esetén a km.-i geometrianak
az egylttesébdl meghatarozott mennyiség a megengedett érték.

A megfeleloség igazolasanak valoszinliségi
értelmezése

mértékado € megengedett
érték  értek
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SZILARDSAGTANI KOVETELMENYEKKEL KAPCSOLATOS
ALAPVETO MERNOKI FELADATOK

e MERETEZES

A teher ismeretében, az anyag megvalasztasa mellett az alkalmazando
méretek meghatarozasa a megfelel6ségi relaciok biztositasaval.

e ELLENORZES

A teher, az anyag és a méretek ismeretében a megfelel6ségi
relaciok kimutatasa.

e TEHERBIRAS MEGHATAROZAS

A meéretek és az anyag ismeretében a megfelel6ségi relaciok
biztositasa mellett a teher maximumanak (teherbiras) meghatarozasa.



AZ ELEMI SZILARDSAGTAN FELTEVESEI

A TEST

 rudként vagy rudszerkezetként muikodik,
* terheletlen allapotban fesziltséegmentes.

AZ ANYAG
* homogén,
* jzotrop

* linearisan rugalmas-tokeletesen képlékeny.
AZ ALAKVALTOZASOK/ELMOZDULASOK

* Kkicsinyek, ezért egyszer(sitések hasznalhatoak leirasukra,
kozottuk linearis a kapcsolat emiatt. (kis elmozdulasok elve)
A KERESZTMETSZETEK

* alakvaltozasok utan is sikok maradnak. (Bernoulli-Navier feltevés)



FESZULTSEG

* fajlagos bels6 erd

* Qaz anyagi kapcsolat hianyat
potolja a km.-ben

e atarto egy pontjanak
metszetéhez tartozik

nyirofeszultség (t): a sik
érintdjébe esod feszultség
normalfeszultség (o): a sik
normalisaba esé feszultseg
(huz6-nyomo hatas)



ALAKVALTOZAS ;.

* keresztmetszetek kdzotti
relativ elmozdulas fajlagos \
o @\ \ %
e _ : +| ¢ fajlagos megnyulas:

n<— p— egységnyi hossz valtozasa
S I v (nyulas-rovidlés)
en 1 . e szogtorzulas:

N

I | derékszog valtozasa




SZILARDSAGTANI OSSZEFUGGESEK EGYENLETEI

Keresztmetszeti feszultségek meghatarozasahoz sziikségesek.

EGYENSULYI EGYENLETEK

 Azigénybevételek és a feszultségek kozott teremtenek
kapcsolatot.

GEOMETRIAI EGYENLETEK

e Az elmozdulasok és az alakvaltozasok kozott teremtenek
kapcsolatot.

FIZIKAI (ANYAG-) EGYENLETEK

 Afeszlltségek és az alakvaltozasok kozott teremtenek
kapcsolatot.




EGYENSULYI EGYENLETEK

Az egyensulyi kijelentés a dx
hosszusagu elem egyensulya

alapjan:

(jpx'dz‘l) = (N;T; M)

(4)

Az egyensulyi egyenletek az
egyensulyi kijelentés alapjan
felirhatoak.




GEOMETRIAI EGYENLETEK

A dx hosszusagu elem
véglapjainak relativ

elmozdulasaibdél szamitott
alakvaltozasok egységnyi hosszra

vonatkozo (fajlagos) értékei:

fajlagos megnyulas (N — bol): € =

szogtorzulas (T — bol):y

dx

dx

fajlagos szogelfordulas (M — bol):

K

_d19
 dx

dx




FIZIKAI (ANYAG-) EGYENLETEK

Az anyag viselkedését modellezik, 6sszefligést o
teremtve a feszlltségek és alakvaltozasok kozott. A
legegyszerlibb és sok esetben a legmegfelel6bb a
linearisan rugalmas-tokéletesen képlékeny modell:
* Alinearisan rugalmas rész (c<ocy):
- Tehermentesités utan nincs marado
alakvaltozas, c—€ egyenesen aranyos kapcsolata.
- Hooke-torvény: o =E-c;1=G -y

- Rugalmassagi modulus: E ; Nyirasi rugalmassagi modulus: G
Az anyag merevséget, alakvaltozasokkal szembeni ellenallasat fejezik ki.
- Harantkontrakcio: g, = —v - € ; Poisson-tényezd: v
* Atdkeletesen képlékeny rész (c=cy):
- A folyashatar elérésekor, annak valtozatlansaga mellett tetsz6legesen nagy
megnyulas johet |étre, tehermentesités utan ezek megmaradnak.



FESZULTSEGSZAMITAS AZ IGENYBEVETELEKBOL

A feszliltségek képleteit, km.-i eloszlasukat az eddigiek segitségével az
egyszer( igénybevételek vonatkozasaban allitjuk eld.

Osszetett igénybevételek esetén
az azonos tipusu (o vagy 1)
feszlltségeket 6sszegezzik az
egymasra halmozas elve szerint.
Osszetett igénybevételek esetén
a kulonbo6z6 tipusu (o és 1)
feszlltségek egylttes hatasat
csak fokozott kihasznaltsag
esetén érdemes vizsgalni
(féfeszultségek, 6sszehasonlitd
fesziltségek).

NORMALERO

Egyszerl igénybevételek
CSAVARONYOMATEK
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2.
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Tartoszerkezetek
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KERESZTMETSZET FOGALMA

 Arudszerkezetek tengelyvonalara meréleges metszetet

nevezzuk keresztmetszetnek.
 Afeszultségek értékét az igénybevételek és a keresztmetszeti

geometria hatarozza meg.

* Afeszultség szamitashoz ezért a keresztmetszet kilonb6z6
jellemzbinek ismerete szlikséges.

b\




KERESZTMETSZETI KIALAKITASOK

A valtoz6 terlleten felhasznalt, tobbféle kovetelménynek megfelelf,
eltérd anyagu tartok keresztmetszetei sokféle kialakitasuak lehetnek.




KERESZTMETSZET!I TERULET

* Atest keresztiranyban felhasznalando anyagmennyiségét
szemlélteti.

* Nulladrendl nyomatéknak is nevezzuk.

 Mindig pozitiv mennyiség.

MEGHATAROZAS ALTALANOS ESETBEN

A=jdA

(4) —

A korvonal fliggvényéenek ismerete

szukséges. J_L
» Altaldban kikeriilhet8 a hasznalata.

Zv dy

| dz

W




MEGHATAROZAS, HA EGYSZERU (ISMERT JELLEMZOJU)
SIKIDOMOKBOL ALL

 Részekre bontas segitsegével

n
A= 2141' I
=1

A=A4; + A4y

* Kiegészités segitsegevel

A= Akiegészitett — Akiegészitc’i

S




STATIKAI NYOMATEK

 Egy tengelyre szamitott nyomaték-jellegli mennyiség.

* Elsérend(l nyomatéknak is nevezzuik.

* Lehet pozitiv és negativ is. Nulla értéket akkor vesz fel, ha a
sikidom sulypontjan halad at a vizsgalt tengely.

MEGHATAROZAS ALTALANOS ESETBEN V.
Sy = JZ - dA ’
(4) __ 1 dz
S, = Jy-dA
2 N
ZV Y dy




MEGHATAROZAS, HA EGYSZERU (ISMERT JELLEMZzOJU)
SIKIDOMOKBOL ALL

Részekre bontas segitségéevel
n

Sy=22i'Ai; Sy =z - A + zy; - Ay,
i=1
n

Sz =zyi-Ai; S; =Y. A+ Yy A
i=1

Kiegészités segitségével

Sy = Zkiegészitett Akiegészitett — Zkiegészits Akiegészit6

Sy = Ykiegészitett * Akiegészitett — Ykiegészit6 * Akiegészit6

Y
I 3
Z
Z, Il
Yi.
* ||
Y. X
l.
Z
Y
Z|<iegészitett
Zkiegészitc’S
Vkiegészftetu
« <3
I
< X
ykiegészftc’i _:

Z\




SULYPONT

* A sulypont egy sikidom sulyvonalainak metszéspontja,
amelybe a sulyerdt koncentralhatjuk.

 Rendeljink a sikidomhoz egyenletes vastagsagot (v), valtozatlan
slrliseget (p) és a gravitacios allando (g) segitségével egy felllet
mentén megoszlo (suly)erérendszert kapunk.

e Szamitsuk ki az er6rendszer ereddjét és annak a helyét!

R

pP-gV

< |




SULYPONT SZAMITAS A MEGOSZLO ERORENDSZER SEGITSEGEVEL
szp-g-v-dy-dz v

(4) e
MRy:jz.p.g.v.dy.dZ —dz

MRy f(A)Zngdde Z\ y (ljyI
Zg = R o f(A)pgvdde y

p-g-vf(A)Z-dy-dZ f(A)Z°dy°dZ 2,
e — o -
> p-g-vf(A)dy-dZ f(A)dy-dZ

S S |
ZSZZy;yszzz v

A felvett értékek (p, v, g) egyszer(sitodtek, a megoldas a statikai nyomaték és a
tertlet segitségével szamithatd, amely a sulypont koordinatakat eredmeényezi.



SULYPONT MEGHATAROZAS, HA A KERESZTMETSZET EGYSZERU
(ISMERT JELLEMZOJU) SIKIDOMOKBOL ALL

W<

n
, = Sy _ Zi=1 AN Ai 7, Z.
ST A4 T n Yi. Z
A T A M x|
n < Y. x [|XS
y _SZ_ l=1yl.Al .
ST 1 n
A l=1 Al Z\f VS »

 Tovabbra is hasznalhato a részekre bontas és a kiegészités is.

* A sulypont koordinatak barmilyen elGjelliek lehetnek. (A részsikidomok
koordinatait is elGjelhelyesen kell figyelembe vennil)

 Megallapithato, hogy az 6sszefliggés a sulyozott atlag szamitasanak felel
meg. A sulyozo értékek a részsikidomok teruletei.

 Vonalrendszerek, testek sulypont szamitasara is alkalmas, ahol a
vonalhossz vagy a térfogat a sulyozo érték a terilet helyett.
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MASODRENDU NYOMATEKOK

» Osszefliggéseikben egy tengely tavolsag a négyzeten vagy két
tengely tavolsag szorzata szerepel, innen az elnevezeés.

* Tipusai:
- Tehetetlenségi (inercia) nyomatek: | , I,
- Polaris inercianyomatek: |,
- Centrifugalis (deviacids) nyomatek: C,,

* A keresztmetszet kialakitasa, elrendezése jelentésen befolyasolja
értekuket.

* Anyagtdl, tehertdl fUggetlenek, csak a keresztmetszeti
geometriatol fuggenek.

 Rudelemek haijlitasi igénybevétele esetén kertlnek szamitasra.

* Feszultségek, alakvaltozasok értékét befolyasoljak.



TEHETETLENSEGI (INERCIA) NYOMATEK FOGALMA
A keresztmetszet elrendezésébdl addédo, annak egy

meghatarozott tengely koruli elforditassal szembeni ellenallasat
fejeZi Ki. y
* Definicidja mindkét tengelyre: ’
Z
L= | z¢-dA
Y ] _ [ dz
(A)
I, = fyz - dA |
|
(4) Z\ Y dy

 Azinercianyomatéek mindig pozitiv eldjeld.



TEHETETLENSEGI NYOMATEKOK GYAKORLATI JELENTESE

A kétazonos méretd, anyagu, terhelésl gerenda mikodését
vizsgaljuk keresztmetszetuk 90°-os elforditasa mellett.

* Akm.-eket azy tengely koruil elforgatva érezhetd, hogy a bal oldali
esetben ez nagyobb nehézségbe Uitkozik, ebben az iranyban
nagyobb az elforditassal szembeni ellenallas, itt nagyobb az inercia.

keletkeznek.

Ezért a bal oldali esetben kisebb lehajlasok (és fesziltségek)

V

rugalmas
vonal

>Y

Z\J

e

X<

rugalmas

vonal

>Y

é Z\f

e




TEGLALAP TEHETETLENSEGI NYOMATEKA

A tehetetlenségi nyomaték definicidja a sulyponti y tengelyre.

_ 2
I, = jz - dA
(4) , ,
Csak fuggbleges iranyban szlikséges integralni, vizszintesen a szélesség allando.
+b/2
_ L2 I
I, = f a-z°-dz o
(=b/2) +b | ¢ |,
z3 _a b3 a-2-b3 ZJK dA
—q - - N — dz [ b/2
3 8 3-8 dy
a - b3 - a3 L a/2 ZT a/2 S
I — ; I — | d |
Y 12 g 12

A mivelet a z tengelyre is elvégezhetd. Mindkét megoldasnal a vizsgalt
tengelyre merdleges oldalt kell a kobre emelni.



EGYSZERU SIKIDOMOK TEHETETLENSEGI NYOMATEKA

A definicio segitsegével a téglalaphoz hasonloan valamennyi egyszer(
sikidom tehetetlenségi nyomatéka meghatarozhato.

resztmetszet eliilet | Siilypo Tehetetlenségi Centrifugilis | Keresztmetszeti
B ’ nt nyomatékok nyomatékok ténvezik
b
}
o b-h’ h-b’ C.=0 b-ht
Py », =% f — . f__ - - = I I ”:. -
= 8 -y| A=b-h ,JJ— hl—!_‘ Jr];,' c ._=b'-.ﬁ' ﬁﬁh:
L =5 I,=22 5 =X 2 | w200
= ! 3 ’ 3 : &
- 0,109% - R’
' =N . =, X
== 2 Y I =0,1098- R . ) _
fq] 7 b I =1 —ﬁ* =0 A= L 4R ) . . : 02547 - R
¥ i=h" - - 1 W =W =— | . - .
\’ ' _b b c. =2 y =W.= 0,424-R 8 8 .
= j ,|r =_|I|_ =T
. l : C
>y ' y, =2 I =00549. R" 165 R ' 0,0956- R
~ ) - ' 00165 - R* '
b T xR R o =0,1296- R’
S ' ‘ 0,424-R ,
SR I C <0 Wo=W =2 16 Cpee = ——
h 12 f \E
E _ﬁ
bk’ _h-b oy bW
h ‘E'I - -"|f'l { - b kT e :4
¥, =7 3 | 72 N
; e b-h ] = h-b v W _h-b
— 12 12 i = = 24
3 b-h h-b - bk
b= =7 Wy =13




POLARIS INERCIANYOMATEK FOGALMA
A keresztmetszet normalisaba esO, annak a koordinata-rendszer

kezd6pontjabadl kiinduld tengely (sikbeli abrazolasnal a koordinata-
rendszer kezd6pontja) koruli elforditassal szembeni ellenallasat fejezi ki.

* Definicidja az x tengelyre (sikban origora):

Y
Iy = frz-dA r ”
(4) -
Iy = frz-dA= f(y2+zz)-dA A _ |l dz
(A) (A)
I, = fyz-dA+ fzz-dA )
[
%=ELQ » vy dy

A polaris inercianyomaték megegyezik két egymasra merdbleges tengelyre
szamitott inercianyomateék 6sszegével.



CENTRIFUGALIS (DEVIACIOS) NYOMATEK FOGALMA

A két tengelytav szorzatanak segitségével elGallitott masodrend(
nyomaték, amely a kiindulasi tengelyek f6tengelyekhez (kés6bb

értelmezziik) képesti eltérését mutatja meg.
Definicidja az y-z tengelykeresztre:

Cyz = Jy-z-dA
(4)

W

| dz

W

A centrifugalis nyomateék lehet pozitiv és negativ eljell, valamint nulla

értekd is.




A CENTRIFUGALIS NYOMATEK ES A SZIMMETRIA

A centrifugalis nyomaték definicidja a tengelytavolsagok elsé hatvanyat

tartalmazza, amelyek igy hordozzak koordinata-el6jeluket.
Ha a keresztmetszet vizsgalt tengelykeresztjének

legalabb egyik tengelye szimmetriatengely,
akkor a szimmetriatengely két oldalan a
pontparok kiejtik egymast a szamitasbol, mivel
egyik koordinatajuk azonos, masik ellentett
elGjell és igy a szorzatuk is ellentétes eldjell

lesz.

Ebbdl kovetkezben kijelenthetd, hogy
minden olyan tengelykeresztre, ahol
legalabb az egyik tengely szimmetriatengely,
ott a centrifugalis nyomaték értéke mindig

Z\

nulla.




OSSZETETT SIKIDOMOK MASODRENDU NYOMATEKAI

Az Osszetett sikidomokbol allo keresztmetszetek masodrendd nyomatékait is a
sulyponton keresztil felvett tengelykeresztre szamitjuk.

RESZEKRE BONTAS ELVE

Az Osszetett sikidom masodrendl nyomatékait a részekre szamitott
értéekek osszegébdl allitjuk eld.

e Avrészsikidomok ismert jellemzbkkel rendelkezé egyszer( sikidomok.

Iy — IyI.+ IyII.

I, =1, + 1 .

Cyz = Cyz Tt Cyzll. |




KIEGESZITES ELVE

e Az Gsszetett sikidom masodrend( nyomatékait a kiegészitett és a
kiegészito rész ertékeinek kilonbségebdl allitjuk eld.

 Avrésztvevl sikidomok ismert jellemzbkkel rendelkezé egyszer( sikidomok.

 Akkor érdemes hasznalni, ha egyszer(ibb megoldasra vezet, mint a
részekre bontas elve.

Iy — Iy,kiegészitett - Iy,kiegészit6

I, = z kiegészitett — Iz,kiegészité

Cyz — Lyz kiegészitett — Cyz,kiegészit6




ELTOLHATOSAG ELVE

A (rész)sikidomok a vizsgalt tengellyel parhuzamosan eltolhatoak, az
inercianyomatékuk értéke erre a tengelyre nem valtozik.

A cél, hogy egyszerlbb geometriaval rendelkez6 osszeallitast kapjunk.
Centrifugalis nyomaték szamitasanal nem alkalmazhato.

IyI. — IyII.




KOORDINATATENGELY ELTOLAS: STEINER-TETEL

« A masodrendl nyomatékok fliggenek a koordinatatengelyek helyzetétol.

A koordinatatengelyeket magukkal parhuzamosan eltolva (elfordulas
nélkll) vizsgaljuk az igy kapott tengelyekre vonatkozo Uj masodrendd
nyomateki értékeket.

Az egymassal parhuzamos tengelyek kozil mindig a sulyponti tengelyen a

legkisebb a tehetetlenségi nyomaték.
Az Osszetett sikidomok esetén nagyon

sokszor el6fordul a tengelyek ko6zo6tt az -
eltolasi transzformacio alkalmazasanak 17 Y
szikségesége. Leggyakrabban akkor, ha a r ~

részsikidomok sulyponti tengelyei nem esnek
egybe a teljes km. sulyponti tengelyeivel.




STEINER-TETEL MEGFOGALMAZASA

 Vizsgaljuk meg azy és y tengely kozott az inercianyomatékok kapcsolatat!

y = [ z%dA

I, = [z'*dA

I, = [(z+c,)*dA

I, = [(Z2+2-z-c,+c,")dA

I, =[z°dA+ [(2-2-c,)dA+ [ c,*dA
I, =[z°dA+2-c, [zdA+c,* [ dA
L, =1,+2-c,-S,+¢c,* A

Z}'

N
Y

C,

YA

e Haazytengely a km. sulyponti tengelye, a kozépso tag kiesik, mert a

statikai nyomatek a sulyponti tengelyre nulla:
I, =1,+c,“-A

e Az tengelyre és a centrifugalis nyomatékra vonatkozo megoldas:

I, =1,+c,*A; Cp,=C,+cyc,A




STEINER-TETEL ALKALMAZASA

A Steiner-tétel alkalmazasi feltétele, hogy a két vizsgalt tengely egyikének
sulypontinak kell lennie.

A masodrendld nyomatékok mindig a sulyponti tengelyen a legkisebbek.
A szamitas soran a sulyponti tengelyrél egy masik idegen tengely iranyaba
haladva, a Steiner-tagot hozzaadjuk az els6 taghoz. (A legkisebbtdl a
nagyobb érték felé haladunk, tehat a Steiner-taggal noveljik az értékét.)
A szamitas soran egy idegen tengelyr6l a sulyponti tengely iranyaba
haladva, a Steiner-tagot kivonjuk az elsé tagbdl. (A nagyobbtdl a legkisebb
érték felé haladunk, tehat a Steiner-taggal csokkentjuk az értékét.)

Az inercianyomatékoknal a Steiner-tagban szerepl6 koordinata-tavolsag a
négyzeten van, eltlnik az eldjele, tehat flggetlen a transzformacié
iranyatol. A centrifugalis nyomatéknal ez nem teljesul, ott nem emeljik
négyzetre a tavolsagokat, hordozzak az elgjelliket.



STEINER-TETEL HASZNALATA
e Arészsikidomok sajat sulyponti tengelyérdl
haladunk egy szamukra idegen tengely (a teljes
km. sulyponti tengelye) felé, ezért hozzaadjuk a
Steiner-tagokat:
L, =1, +cy? A+ Ly +cyp - Ap
c-b3

I, = +cy,,2-d-a+7+cy,,_2-b-c

e Avrészsikidomok oldalan athalado idegen
tengelyrdl haladunk a teljes km. sulyponti

tengelye felé, ezért kivonjuk a Steiner-tagot:
Iy =1, + 1y — Cy2 - A
__d-a®*  cb3

Iy =— +T—cy2-(d-a+b-c)

A




4.

Keresztmetszeti jellemzok:
fotehetetlenséegi nyomatékok

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



KOORDINATATENGELY ELFORGATAS

A koordinatatengelyeket elforgatva (eltolas nélkiil) vizsgaljuk az

igy kapott tengelyekre vonatkoz6 Uj masodrend( nyomateéki
értéekeket.

A koordinata tavolsagok 6sszefliggései
a bejelolt haromszogek segitségével.

n=y-cosa+z-sina

(=—y-sina+z-cosa

Y‘\.
z
““--._____-_‘}

N




KOORDINATATENGELY ELFORGATAS HATASA

Az uj helyzetl tengelyek inercianyomatékai és centrifugalis nyomatéka
I, = [ {%dA
Ui

I, = J(—=ysina + z - cosa)?dA
I, = J(y*sina—2-y-z-sina-cosa+ z* - cos’a) dA
I, =sin*a- [y*dA—2-sina-cosa- [y zdA+cos*a- [ z*dA

—J] -sina—2 - . Gj . : 2
L, =1, -sina—2-Cy,-sina-cosa+1,-cos“a

I{ =f772dA

I = [(y-cosa+z-sina)*dA

I = [(y* cos*a+2-y-z-sina-cosa+ z* - sin“a) dA

I =cos?a- [y*dA+2-sina-cosa- [y -zdA+sin®a- [z*dA

Ir=1,-cos?a+2-C,,-sina-cosa+1I,-sin°a

Cpg = | 1+ ¢dA

Co¢=J(y-cosa+z-sina) - (—y-sina+z-cosa)dA

Cpe = J(=y* sina-cosa+y-z-(cos*a—sin®a)+z*-sina - cos a)dA

Cp¢ = —sina-cosa- [ y?*dA+ (cos*a—sin*a)- [y-zdA+sina-cosa- [ z°dA
Che = (Iy —IZ) -sina - cosa + Cy; (cos? a — sin® a)



KOORDINATATENGELY ELFORGATAS HATASA
e A megoldéshloz szikséges nevezetes azonossagok

cos’a = = (1 + cos2a) ; sin‘a = > (1 — cos 2a)
cos 2a = cos*a — sin*a : sin2a = 2sina - cosa

 Behelyettesitve a masodrendil nyomatékok 6sszefliggéseibe

I,=1,-sina—2-C,,-sina-cosa+1,-cos’a

L L
I, =2_2. o520 —C,, sin2a+ y+ . cos 2
2 2 Y

I+1, I,~I,
I, =-2 Y ~.cos2a—C -sta
n 2 2 yz n
I(_Iz cos ‘a+2- Cyzsina-cosa+ 1, . sin® a
Lo L

I = +— cos2a + C,,, - Sln2a+—y—;y cos 2a

i+, I, ‘
I, = y;r — yz -cos2a+ Cy, - sin2a S

Cye = (I, — 1) - sina - cosa + Cy,, - (cos? a — sin? a)

(Iy_IZ)

2

Cye = -sin2a + C,, - cos 2a



FOINERCIANYOMATEKOK

A sulyponton felvett koordinatatengelyeket elforgatva a masodrend(
nyomatékok az elforgatasi szog fliggvényében valtoznak.

 Keressuk valamennyi értékek kozul az inercianyomatékok széls6 értékeit,
vagyis a minimumot és maximumot.

 Ezeket a szélsé értékeket féinercianyomatékoknak nevezzik. A tengelyeket,
amelyeken a f6inercianyomatékok mikodnek, f6tengelyeknek, az altaluk
meghatarozott iranyokat, féiranyoknak hivjuk.

 Afuggvény elso derivaltja null értékénél vannak a lehetséges széls6 értékek.

I, +1, IL,—I, .
Aly (@) _ ( 7 v g o=y sza)
=0
I, —1 da .
_ Y > Z.2.sin2a — Cyz-2-cos2a =0 (—2—velosztvaa C,; — t kapjuk meg.)
Coe =0
n¢

 Tehat amelyik tengelykeresztre a centrifugalis nyomaték nulla, ott az
inercianyomatékoknak szélsé érteke van.



FOINERCIANYOMATEKOK MEGHATAROZASA

e Afbtengelyek bezart szoge a kiindulasi koordinatarendszer tengelyeivel az
el6z6 6sszefuggés alapjan.

~2-C,,
I, — 1,

 Afbinercianyomatékok értékei a levezetés mell6zésével.

tan 2a =

h=5+g
2

2
I, —1
+ (yz Z) +Cyz2 (maximum)

1 L+l (Iy—lz
2 2

2
) +Cyz2 (minimum)




TEHETETLENSEGI MOHR-KOR

Egy I-C koordinatarendszerben abrazolva a sulyponton at felvehet6
tengelykeresztek inercia és centrifugalis nyomateéki értékeit, azok egy kor
kerlletére rendez6dnek. Ezt a kort tehetetlenségi Mohr-kérnek hivjuk.

Els6 lépésként a kiindulasi tengelykeresztre
(y-z) szamitott masodrendl nyomatékokat
mérjuk fel. A felrajzolt két pontot (y és z)

Iy

dsszekotve kapjuk meg a kor atmeérodjet,

amely segitségével a kor megrajzolhato. 'CW" .
A kdr minden egyes atmérdjének végpontjai Cyz" - -
egy sulyponti tengelykereszt masodrendd

nyomateékait adjak meg koordinataikkal. |
A kor atméroi kozott mért (kozépponti) szog a
km.-ben feleakkoraként mikodik.




FOINERCIANYOMATEKOK MEGHATAROZASA MOHR-KORREL

A kor és a vizszintes tengely metszéspontja szolgaltatja a fétenge
masodrendd nyomatékait. A kor keruleti pontjai kozul ezeknek a

yvek
egkisebb és

legnagyobb a vizszintes koordinataja, amelyek az inercianyomatékok szélsé
értékei. A centrifugalis nyomaték csak ezekben a pontokban nulla.

A f6éinercianyomatékok a kor alapjan

2

I, +1 I, —1 Keresztmetszet

I1=yzz+ (y22> -I-Cyz2 ? ?
\

kor kozéppontja kor sugara 7(

2
I, +1 I, — 1
Iz:y Z— (y Z) +Cyzz

2\ 2 o |
Az elfordulasi szog a kor alapjan ,
_2 . CyZ 1 L y
tan 2a =

Iy_Iz C




A FOINERCIANYOMATEKOK ES A SZIMMETRIA

A szimmetriatengelybdl és a ra merdleges sulyponti
tengelybdl allo tengelykeresztre a centrifugalis
nyomatéek mindig nulla. Ezért ezek a tengelyek mindig
féinerciatengelyek. Egyik tengely az , er6s” tengely (1),
a masik a ,,gyenge” (2).

Hajlitott gerendak km.-eként hatékony.

Ha két szimmetriatengelyre meghatarozott
fOinercianyomatékok egyenléek is, akkor minden
sulyponti tengelyen ugyanekkora értéekek mikodnek,
vagyis mindegyik sulyponti tengely fétengely lesz. Tehat
minden iranyban azonos az elforditassal, hajlitassal
szembeni ellenallas. A szabalyos sikidomok ebbe a
kategoriaba tartoznak.

Kihajlasnak kitett nyomott elemek km.-eként hatékony.

z=2 |

2




INERCIASUGAR

Az adott iranyban mikodd inercianyomaték és a keresztmetszeti terilet

viszonyat fejezi ki.
A koordinatatranszformaciokkal (eltolas; elforgatas) az

inercianyomatékok és ezzel egyutt a segitségukkel szamolt inerciasugar
értékek is valtoznak. A féinercianyomatéekokhoz tartozo értékeket
féinerciasugaraknak hivjuk.

Ly

A km. sulypontjatdl el

\

I

A

;iz—

felmérve a fOinerciasugarakat, megkapjuk a
(centralis) tehetetlenségi ellipszist.

I

\

A

entétes tengelyiranyban

.

\
\

g
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Feszlltsegszamitas:
tiszta huzas (-nyomas)

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TISZTA HUZAS ERTELMEZESE

Ha a keresztmetszetekben csak a rud tengelyiranyaba es6 (km.
sikjara merdleges), centrikus (km. sulypontjan athalado), azaz
kozpontos er6 mukodik, tiszta huzasrol beszéllnk.

Leginkabb huzassal foglalkozunk, nyomast csak a zomaok rudak
esetében vizsgaljuk. A nyomott rudak kihajlasat (stabilitasvizsgalat)
késObb elemezzuk.

S I R | |
e ~§ N




PELDAK TISZTA HUZASRA (-NYOMASRA)
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FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA
GEOMETRIAI EGYENLET

elmozdulas <= alakvaltozas

A km.-ek 6nmagukkal
parhuzamosan tolédnak el, a
fajlagos megnyulas konstans a
km. felilete mentén.

du ) )
v Ex (y,z) = allando

Szogtorzulas nem keletkezik.

Vxz (y,z2) = 0

dx




ANYAGEGYENLET

alakvaltozas <> feszultseg x N |

Hooke-torvény: linearisan rugalmas
viselkedés

Az anyagegyenlet alapjan a km.-ben
egyenletesen kialakulo fajlagos
megnyulas vele aranyos, vagyis
ugyancsak egyenletes
feszlltségeloszlast eredményez.

Ox (y,2) = E " &x (y,2)

1

S
§/2 /2
= o,
x - o
+——+ +—

Nyirofeszultség nem keletkezik a km.-ben.
Txz (y,2) = G Vxz (v,2)

Vxz (v,z) = 0 - Ty, (v,z) — 0




EGYENSULYI EGYENLET

feszlltség <> igénybevetel « N

A vizsgalt ruddarab egyensulyat a

normaligénybevétel és a feszlltségi abra R

ereddje biztositja. (A normaligénybevétel a - o,

feszlltségi abra ereddjeként is értelmezhetd.)
Az egyensulyi (vizszintes vetlleti) egyenlet X <l

W

/M
W

fO'x (y,Z)dA =N
(A) I

E R K _K®

Oy f dA =N (o, konstansként kiemelhet0)
(4)
o, *A=N
N
Oy = Z




ALAKVALTOZASOK MEGHATAROZASA
RUD HOSSZIRANYU MEGNYU

ASA

N
<




RUD KERESZTIRANYU MEGNYULASA 5

Az er6 hatasvonalaba esé, hossziranyu megnyulas &+
ellentétes keresztiranyu megnyulasokat f_ _i")

eredmeényez, ezt harantkontrakcionak nevezzik.

E = =V & O Ey = E; = —V & B
A v-t Poisson-tényezdnek hivjuk, érteke 0,1-0,5 alakul.

Al
=2 b

Al = ¢, -1 e
x N
y Z a |2
B Y
Aa =¢€y-a | _




RUDELEM FESZULTSEGEI ES ALAKVALTOZASAI

 Befogott rud két kilonb6z6 keresztmetszet(l
elembdl

L1>L2 ) A1>A2

 Afesziltségek alakulasa

N
0-1 — =
‘;1\,1 01 < 0y
0-2 — 14_2
* A megnyulasok alakulasa
AL N ¢ Ll
1=
E-A,
N-L, AL;< AL,
AL,=

E-A,




6.
Tartoszerkezetek Fesziiltségszamitas:

mechanikéja 1B tiszta nyiras - szegecskapcsolatok,
fakotesek

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TISZTA NYIRAS ERTELMEZESE

* Ha akeresztmetszetekben csak a test hossztengelyére merdleges
(km. sikjaba esd), a km. sulypontjan athaladé eré mikodik, tiszta
nyirasrol beszélunk.

 Avalésagban nem lehet ilyen eset, mert a nyiréigéenybevétel a
hajlitonyomatéekkal egyutt |ép fel. (differencialisan 6sszefliggenek)

 Kotéelemeknél, kapcsolatoknal feltételezhetjliik mégis a tiszta
nyirast, mert a nyomaték elhanyagolhato.

|F

!

Fl







FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA
GEOMETRIAI EGYENLET

elmozdulas <= alakvaltozas

A km.-ek a hossztengelyre merdlegesen
tolodnak el, a kezdeti derékszog megvaltozik,
ez a szogtorzulas konstans a km. feltlete
mentén.

dw
dx

Fajlagos megnyulas nem keletkezik.

= Yxz (y,2) = allando

Ex (yz) = 0

““u\dwi




ANYAGEGYENLET

alakvaltozas < feszultség
Hooke-torvény: linearisan rugalmas
viselkedés

Az anyagegyenlet alapjan a km.-ben
egyenletesen kialakulo szogtorzulas vele
aranyos, vagyis ugyancsak egyenletes
nyirofeszultség eloszlast eredményez.

Uxz (y,2) = G Vyz (v,2)

Normalfeszlltség nem keletkezik a km.-ben.

Ox (yz) = £ * &x (y,2)

Gz =V 2 Oxpn =0

TJCZ

<<




EGYENSULYI EGYENLET

e fesziltség <> igénybevétel

* Avizsgalt ruddarab egyensulyat a
nyirdigénybevétel és a feszultségi abra ereddje
biztositja. (A nyiroigénybevétel a feszlltsegi
abra ereddjeként is értelmezhetd.)

Az egyensulyi (fliggbleges vetlileti) egyenlet

foZ (y,z)dA =T

(A4)
Woees f dA = T (t,, konstansként kiemelhet0)
(A)
Tyy *A=T
T
Txz = Z

Fl
Txz VTxz
l v
) |’
i

3
]
N




DUALITAS TETELE

Eddigiekben csak a km.-i sikba esé nyirofeszultsége
A test egy pontjat elemi hasabként kiragadva, anna
A nyomatéki egyensuly teljestiléséhez a hasab km.-

kel foglalkoztunk.
< egyensulyban kell lennie.
e esol sikjaiban keletkezd

feszultségei mellett, az arra merdleges sikjaiban ellentett forgatasi értelm,

azonos nagysagu nyirofeszultségeknek kell
ébrednie. Tehat a nyiréfesziltségek mindig

parban lépnek fel.
XMy =1, -dx-dA—1, -dz-dA =0

2. My,

Txz = Tz

Vxz = Vzx

Vey = Vyx

=Ty, dx-dy-dz—1,.-dz-dx-dy =0

(Tay = Tyx 5 Tyz = Tay)
A dualis mikodés a nyirofeszultségeken kivil a
hatasukra ébredd szogtorzulasokra is érvényes.

Vyz = Vzy

P

szi irxz h
o -
4 o
I R
dx
—
P
X T |sz nyz
24 \’
— 14

TZJC

3 Vzx




SZEGECSKAPCSOLATOK




SZEGECSKAPCSOLATOK SZAMITASA

TISZTA NYIRAS
A lemezek ellentetes iranyd elmozdulasat akadalyozzak meg a beepitett

szegecsek.

A szegecsorso km.-e tiszta nyirasnak
van kitéve, tonkremenetelkor a
szegecs elnyirodik.

A szegecs nyirofesziltsege és
méretezése:

n — szegecsszam
s — nyirasi sikok szama (ha s=1, egyszer
nyirt, ha s=2, kétszer nyirt a kapcsolat)

N N
s=1 e
e

N\ N\

A — 5
T D
/

. . —>
0T
/2
S:
T —

I —

T —
\/ \/




PALASTNYOMAS

A szegecsorso palastja és a lemezek az érintkezési fellleten az er6k hatasainak
kovetkeztében nyomast gyakorolnak egymasra.

A valos palastnyomas nem egyenletes eloszlasu, ezért ehelyett egy egyenletes
palastnyomast veszink figyelembe a kozépso6 sik mentén a szamitasokban.

A szegecs (es lemezek) palastnyomasa PR F/2
és méretezése: F = = > v%
<« .= = v
0,1 = hevederek = = —>
p n-D-2-v, ( ) T N F/2
Opy = alaplemez
p2 n - D Y ( p ) L -
F Ipl( Yn|  Op1
o, = <o \o

A v_. az egyiranyban dolgozé lemezek 6sszvastagsagai kozil a legkisebb ertek.



TISZTA HUZAS A LEMEZEKBEN

Az erb6k hatasara a lemezek keresztmetszeteiben huzoigénybevétel ébred.

 Alegnagyobb feszlltség a legkisebb km.-i

F/2
. AT : 2 ol F NN ot
tertletnel jon letre, vagyis a lyukgyengiteseknél.| | : ;;;:
* Alemezek huzofesziltsége és méretezése: N iy
1 2
01 = (alaplemez) i
(b= x - oNNe F
v-(b—x-D) - AN
O O
0, = hevederek i
" 2-v,-(b—x-D) ( ) T
0} 1 D 1-1 2—2
0] max {0_2} min ) . U, s "
F (% %
0O = S ) e 0 - Vn Vn
Vmin * (b —x+ D) D

Az x a szegecssorok szama.




SZEGECSKAPCSOLATOK SZAMITASANAK EGYSZERUSITESEI

A szegecsek nyirasat és palastnyomasat is egyenletes feszultségeloszlassal
szamitjuk.

A szegecsek azonos mértékben felelnek a terhel6 eré felvételéeért.

A lyukkivagasok kis kornyezetében feszultségcsucsok alakulnak ki. Ezek a
képlékeny atrendez6deés segitségével leéplilnek, igy elfogadhato kozelités a
gyengitett km.-ek egyenletes feszliltségeloszlasa méretezéskor.




FAKOTESEK




FAKOTESEK SZAMITASA

Az elemek a megfelel6 (acs)kapcsolat

vagy kotdelemek segitségével megobrzik Phnytras . hy|
7 Ve 00 E— hZ
elmozdulasmentességiket. = | S L—Jedd 7 o--- r
A fa anizotrop anyag, a vizsgalt s . b R
feszultségek rostirannyal bezart szégeét is I
. . V4 7y 7 \ 2 F
figyelembe kell venni a szamitaskor. —
Tiszta nyiras:
F :
T = S ’l’e /fjlhflzés"‘—————i 2 r
Anyirés —
Palastnyomas:
F
palastny.
Tiszta huzas: LNy L2,
F Cc ' S ] ¢
O- — S O-e \An.yirés d Apaiéstn.yomés % d
Ahﬁzés




7.

Feszlltsegszamitas:
tiszta egyenes hajlitas

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.
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TISZTA EGYENES HAJLITAS ERTELMEZESE

Ha a test hossztengelye és egy a km. sulypontjan athalado valamely
tengely altal meghatarozott sikban forgatd nyomaték muikodik csak
a keresztmetszetekben (vagyis a nyomatékvektor a km.-i sikba esik),
tiszta hajlitasrol beszélunk.

Ha a nyomaték a test hossztengelye és a km. egyik fOinercia tengelye
altal meghatarozott sikban mdkodik (vagyis a nyomatékvektor a km.
masik féiranyaba esik), egyenes hajlitasrol beszéltink.

70




PELDAK TISZTA EGYENES HAJLITASRA

 Valos igénybevételként a tiszta hajlitas ritkan lép fel, viszont gyakran fordul

el6 mas igénybevételekkel (nyiras, nyomas), ezért fontos a vele kapcsolatos
osszefliggések megismerése.

 Hajlitovizsgalat (négy pontos) soran el6allithato tiszta hajlitas (kozépsé

tartomany).
Fl lF
YA AN
FA L ] L AF
.
M
Tiszta
hajlitas




ALAKVALTOZASOKKAL KAPCSOLATOS FELTEVESEK

A tarto hossztengelye egyenes hajlitas hatasara a hajlitas sikjaban meggorbdil.
A km.-ek a hajlitas sikjara merdleges sulyponti féinercia tengely korul
elfordulnak, amely tengelyt a hajlitas tengelyének nevezzik.
 Bernoulli-Navier hipotézis:
- A km.-ek a hajlitasbol szarmazo alakvaltozasok lezajlasa utan is sikok
maradnak.
- A km.-ek tovabbra is merblegesek maradnak a meggorbilt tartotengelyre.

e




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA

GEOMETRIAI EGYENLET

elmozdulas <> alakvaltozas

A km.-ek a hajlitas tengelye korul
siklapként elfordulnak, a véglapok kozott
relativ elfordulas keletkezik.

Fajlagos megnyulas alakul ki, amely a
hajlitas tengelyétdl mért tavolsaggal
egyenesen aranyos.

d19y

E=Ky ; dﬁy-z:du
du dz9y-z

E: i = Ky * 2 = Ex(y,2)

Szogtorzulas nem keletkezik.
Vxz (vy,z) = 0

]

H
du/2  du/2

|dx|

o




ANYAGEGYENLET
e alakvaltozas <> feszlltség

* Hooke-torvény: linearisan rugalmas M

viselkedés X C

Az anyagegyenlet alapjan a km.-ben
linearisan valtozo fajlagos megnyulas vele o
aranyos, vagyis ugyancsak linearis '
normalfesziltség eloszlast eredményez.
Amely tengely mentén zérus a feszultség,
semleges tengelynek nevezzik. Egyenes
hajlitasnal a hajlitas tengelyével egybe esik.

Ox (yz) = £ * &x (y,2)

|

Ecf2  &,./2

ez

Ox (z) = E Ky - Z
* Nyirofesziltség nem keletkezik a km.-ben.
Uxz (y,z) = G - Vxz (y,z) Yxz (y,2) = 0 - Uxz (y,z) = 0




EGYENSULYI EGYENLET
feszlltség <= igénybevétel
 Avizsgalt ruddarab egyensulyat a hajlitd nyomatéki igénybevétel és a

feszultségi abra ereddje biztositja. (A nyomatéki igénybevétel a fesziltségi

abra ered@jeként is értelmezhetd.)

* Az egyensulyi (nhyomatéki) egyenlet My \
f(A Oy (Z) A dA M X C
f(A)E Ky Z - Z2 dA = M
E-}cj,f(lq)z-dA=My Sy
E . Ky . Iy — My Oy
Y E-I, C D v /.y
M, jg
Gy =E Ky z=F-—2 7 [owBll) Ao
v Bl . 7 O A
_ My 1 o
O, =——+2Z —F Z
I,




FESZULTSEGSZAMITAS ALKALMAZASA

 Km. egy pontjanak fesziltsége:

My fx_ Ox max
Opx = 7 ' Zp |
Iy M Zmax Nyomgs
- Az,asemleges t.-tol a P pontig mert tavolsag. | semiegest 1y VZP,. ‘,
 Km. maximalis feszultsége (y szimm.tengely): 0, Z Hﬁz\é%apx
— % . — % - W, = Iy Ox max
Ox max = I Zmax = W ) y :
y y Zmax
- Az, széls6szal-tavolsagot, a 6., szeélsGszal-feszlltséget jelent.
- W, -t keresztmetszeti tenyezonek hivjuk.
 Km. maximalis fesziltsége (y nem szimm.tengely): Ox g
O T = % -7 — —y . W D Y Z'rm:m—‘k 7//
X max i max— "~ = . semleges] | B |Nyomas
y y max— | tengety| [ [m. 0 1
M,, M, + L, " Zmaxe "
+ _ _ : _
O-x max — I ) Zmax+ o + / Wy o Z Ox max+
y Wy Zmax+




ALAKVALTOZASOK, ELMOZDULASOK MEGHATAROZASA

* Fajlagos relativ szogelfordulas (egységnyi hosszusagu szakasz véglapjai kozotti

elfordulas), masnéven gorbulet:

M,

E-L,

Ky

 Konzol tiszta egyenes hajlitasa esetén
- a konzolvég elfordulasa:

M, -L
_ My
Yy T E
y
- a konzolvég eltolodasa:
M, - L?
e, = 4
2-E-1,




RUDELEM IGENYBEVETELE, ALAKVALTOZASA ES
A FESZULTSEGEK

A nyomatéki abra mindig a huzott oldalon van.

B-C szakasz:

Nyomatéki abra alul helyezkedik el.

A rugalmas vonal alulrol domboru gorbiletd.
A feszlltségek a km-ekben alul huzofesziltségek,

felul nyomofeszultségek.

A-B szakasz:

Nyomatéki abra feltl helyezkedik el.
A rugalmas vonal feltlrél domboru
gorbuletd.

A feszlltségek a km-ekben felll
huzofeszultségek, alul
nyomofeszultségek.

(. Vad
A B C
_Ml
M
M1+M,
rugalmas \
nal

\\

B — C szakasz

Ox

Nyomas

_/

/
, , L

Huzas |
'

=
J— S

A—B szakasz

-

—

—

Huzas _

7l

Nyomas




A KERESZTMETSZET KIALAKITASANAK SZEREPE

fekvo ,1” szelvéeny

e Km. elrendezése:

allo ,,1” szelveny

* Feszlltségek alakulasa: kisebb feszultségek

* Lehajlasok alakulasa:

5,533

(Avg: 75%)
+8.694e+01
+7.247e401
+5.800e+01
+4.353e401
+2.907e+01
+1.460e401
+1.297e-01
-1.434e401
-2.881e+01
-4.327e+01
-5.774e+01
-7.221e401
-8.668e+01

U, U2
+2.267e-03
-2.791e-01
-5.605¢-01
-8.418e-01
-1.123+00
-1.405¢+00
-1.686+00
-1.967e+00
-2.249e+00
-2.530e+00
-2.311e400
-3.093+00
-3.374e+00

R

kisebb lehajlasok

-

A

U, u1

S, 533

(Avg: 75%)
+2.594e+02
+2.161e+02
+1.729e+02
+1.297e+02
+8.642e+01
+4,319e+01
-4.972e-02
-4.328e+01
-8.652e+01
-1.298e+02
-1.730e+02
-2.162e+02
-2.595e+02

+1.406e+01
+1.289e+01
+1.172e+01
+1.055e+01
+9.375e+00
- +8.203e+00
- +7.031e+00
+5.859e+00
+4.687e+00
+3.515e+00
+2.343e+00
+1.171e+00
-9.781e-04

nagyobb fesziltsegek

nagyobb lehajlasok
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Feszlltsegszamitas:
tiszta csavaras

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TISZTA CSAVARAS ERTELMEZESE

Ha a keresztmetszetekben csak a keresztmetszeti sikban forgato
nyomaték mkodik (vagyis ha a nyomatékvektor a test
hossztengelyébe esik), tiszta csavarasrol beszéllink.

A tartok csavarassal szembeni viselkedeése fligg a km.-ek
kialakitasatol, ezért a vizsgalatainkat a km.-ek kategorizalasa
alapjan végezzuk.

Q M
M s ] ——— — N N
M




™77

//
/ 7
/

PELDAK CSAVARASRA




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA KORSZIMMETRIKUS

KERESZTMETSZETEK ESETEN
GEOI\/IETRIAI EGYENLET

elmozdulas <= alakvaltozas
* Akm.-ek atarté hossztengelye korul siklapként elfordulnak, a véglapok

kozott relativ elfordulas keletkezik.

e Szogtorzulas alakul ki, amely a tarto

tengelyétdl centrikusan mért qu\(ﬂcs
tavolsaggal egyenesen aranyos.
dgy . e
dx CS
APy T =dS = Yy (y,2) * AX
de, -1
dx = Kes ' V' = Vx(y,2)

* Fajlagos megnyulas nem keletkezik.
&x (y,2) = 0




ANYAGEGYENLET

* alakvaltozas <> feszlltség M \Q
- , ) s . X cs

* Hooke-torveny: linearisan rugalmas T §

viselkedés 1 \

Az anyagegyenlet alapjan a km.-ben
centrikus modon a sulyponttdl mert,

;:_ _ V.‘L'Z X
linearisan novekvd szogtorzulas vele LT —
7 . X
aranyos, vagyis ugyancsak ﬁ( Ny
centrikusan linearis valtozasu

nyirofesziltség eloszlast eredményez.| , [

Tx (y,Z) = G . yx (y,Z) T~

Ix (y2) = G Kes T ~_

* Normalfeszultség nem keletkezik a km.-ben.
Oxyz) =E &z 1 &en=0 2 Oxgzn =70



EGYENSULYI EGYENLET

* feszliltség <> igénybevétel

* Avizsgalt elem egyensulyat a nyomatéki igénybevétel és a fesz. abra ereddje
biztositja. (A nyomatéki igénybevétel a fesz. abra ereddjekeént is értelmezhetd.)

Az egyensulyi (nyomatéki) egyenlet

f(A) Ty (r)° r-dA = MCS

A
=

f(A)G-KCS-r-r-dA=MCS
G - K, f(A) r?.dA = M,
G Kes e Iy = Mg
K — MCS
CS 6'11?4 T,
T, =G Keg 7 =6 ——-
G‘IO
MCS
T, = LT




FESZULTSEGSZAMITAS ALKALMAZASA

. 7 o ’ Txy Tyy max
 Kor km. egy pontjanak feszlltsége: - 2y
- Tmax
. _ M - - M . Q'_'/-\i y " ?
Pxy — *I'p , Qxz — * Q = P Y
Iy Iy PEJ ’"L‘max Toey Zé
- Azrpésazryasulyponttol a P és a Q pontig ) Ty max
mért tavolsag. o,
Tmax Tmax
* Kor km. maximalis feszultsege: Txzjmaz
. MCS Txz TQxZ W
Tx max — I ’ rmax Txzlmax
0 V4 /’ /7 /7 /7
- Azr__, asulyponttol mert legnagyobb tavolsag. Tgxymax
.o V4 V74 . 7 e 50 Vs ﬁ cS rmax r’:”
e Korgylrd km. maximalis feszultsege: RN\ VA
i N\~
— ¢S "max
Tx max = I " Tmax =
O 7 Xy max
;. : e (R*—r*")-m B
- A polaris inercia (kérgy(rd): I, = » ﬁTTﬂ
[ g g




ALAKVALTOZASOK, ELMOZDULASOK MEGHATAROZASA

Fajlagos relativ elcsavarodas (egységnyi
hosszusagu szakasz véglapjai kozotti
elcsavarodas, szogelfordulas):
K — MCS
<G,
Konzol tiszta csavarasa esetén (egy szakasz)
- a konzolvég elfordulasa:
M. - L
G-I
Konzol tiszta csavarasa esetén (tobb szakasz)
- a konzolvég elfordulasa:

Mcsl ) Ll (Mcsl _ Mcsz) ) LZ

px = +
T Gyl G - Io;

Px =

MCS N
<—
MCS
MCS
Mcsl MCSZ Q
<€ —
N
Ly L,
Mcsl _ MCSZ
Mcs




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA VEKONYFALU ZART

KERESZTMETSZETEK ESETEN
SZAMITASI FELTEVESEK

* A falvastagsag kicsiny, lényeges kisebb a km. befoglalé méreteinél.

 Afesziltség eloszlasara geometriai és anyagegyenletek nélkil tesziink
megallapitast. A falvastagsag mentén allandonak vesszuk a fesziltségeloszlast.

* Afeszultségek iranya parhuzamos mindenhol a falvastagsag felében huzott
kozépvonallal.

<
=




EGYENSULYI EGYENLETEK

* \Vetlleti egyenlet a dx hosszusagu elembdl kivagott ds szélességl darabra x
iranyban. Az eltér6 vastagsagok mentén eltérd nyirofesziltségek alakulnak ki.

Ty V1 dX =Ty Uy - dx
T{* V1 =Ty Uy
T-v = allando6
A T-v szorzatot nyirofolyamnak nevezzuk.
 Nyomateki egyenlet a sulypontra: a km.-ben
kialakulo nyirofesziltségek nyomatéka egyensulyozza
a ra hato csavaronyomateékot.

f T V-7T- dS — MCS Ay — a falvastagsag felében
(A) huzott kézépvonal altal hatarolt terilet.
(4)
T.U.Z.Ak =MCS
MCS
2 Ak D

Bredt-képlet: T =




FESZULTSEGSZAMITAS ALKALMAZASA

e Zart szelvény egy pontjanak fesziltsége:
— MCS
2 Ap vy
TQ — MCS
2 A -1,
- Av,ésav,aP eésaQpontoknal mért
falvastagsag.

Tp

e Zart szelvény maximalis feszultsége: a km. legkisebb

falvastagsaga (v....) mentén elhelyezked6 pontokban
alakul ki.

min

Mcs
2 - Ak " Umin

Tmax o

V5|,

P 1
3 B7p ]
TQ
@
L MC.S‘
MC.S‘ E
Ay

Umin

Tmax




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA DEREKSZOGU NEGYSzZOG
KERESZTMETSZETEK ESETEN

Derékszogl négyszdg km.-U rud csavarasa esetén hossztengely iranyu
alakvaltozasok is ébrednek (6blosodés), ha azok kialakulasa nem gatolt.
* A dualitas miatt a sarokpontokban nem keletkezik nyiréfeszultseg.

 Alegnagyobb nyirofesziltség a hosszabbik oldal feleben keletkezik, amely az
oldalméretek aranyatol fi
Y gg Tay \
Trax = 3+1,8-— N
max az b ( )
* Ha azoldalarany (a/b) kézeliti a O-t (vékony lemez): | . ) o
3 - Mcs Mcs § g ’
T = = - a
max a2 - b I..
e A csavaro inercia vékony lemez esetén: 5 -
a’-b R
ICS — 3 i_ a =|




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA VEKONYFALU NYITOTT
KERESZTMETSZETEK ESETEN

A vékonyfalu nyitott szelvények elénytelendl
mukodnek csavarassal szemben, |ényegesen kisebb

a teherbirasuk a zart szelvényekhez képest.
Vékonyfalu nyitott szelvény egy pontjanak feszultsége,
valamint maximalis feszultsége levezetés nélkul:

T = MCS a
Ics
_ Mcs
Tmax — I " Amax
cS

as

b

3

A felhasznalando csavarasi inerciat a kozépvonal mentén felbontott részek
hosszabbik oldalara felirt inerciainak osszegébdl allitjuk eld.

Y, a;® - b;
s = 3
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A RUGALMAS-KEPLEKENY HAJLITAS ERTELMEZESE, FELTEVESEI

e Akm.-ek és a tartok hajlitassal szembeni rugalmas és képlékeny viselkedését
vizsgaljuk ndvekvé nyomatékkal szemben.

 Szimmetrikus km.-eket vizsgalunk egyenes hajlitas (M vektor a km. féiranyaba
esik) hatasara.

e Ervényesek a Bernoulli-Navier feltételezések.
Az anyagi viselkedést linearisan rugalmas-tokéletesen képlékenynek
o < o — linearisan rugalmas

min&sitjik.

\\\

- o

X/K M . S —
/

| )




RUGALMAS ALLAPOT, RUGALMAS TEHERBIRAS

e Azt a nyomatékot, amely hatasara a széls6szal-fesziltségek elérik a
folyashatart (rugalmas és képlékeny viselkedés hatarat), rugalmas

teherbirasnak nevezzik. £ & o of
_ Mrug _ .
O-max —_— I ® Zmax — O-f Mr“g max
Yy ))»J h -
I z
_ y max
Mrug. T, Of
max 7 4

Mrug. = Wy rug. * Of | |




A RUGALMAS-KEPLEKENY ALLAPOT

Ha a nyomatékot a rugalmas teherbirasnal nagyobbra noveljik, a km.
rugalmas-képlékeny allapotba kerul. A km. szélsé tartomanya megfolyik.

A km. szelsé pontjai kézul, ahol az e>&;,
a feszlltségek megegyeznek a
folyashatarral, o=0; . Ezen tartomany
képlékeny allapotban van, itt konstans
a feszlltségeloszlas.

A km. pontjai kozul, ahol az e<g;, a
feszultségek kisebbek a folyashatarnal,
0<0o; . Ezen tartomany rugalmas
allapotban van, itt linearis a
feszlltségeloszlas a Hooke-torvénynek
megfelelden.

rug

Zmﬂ}( /“ ------ )
Y |

Zmax /
|




A KEPLEKENY ALLAPOT, KEPLEKENY TEHERBIRAS

Azt a nyomatékot, amely hatasara a km. valamennyi pontja eléri a folyashatart,

képlékeny teherbirasnak nevezzuk. o o
* Vetlleti egyenlet: A s N
f(Al) O-f ) dA — f(AZ) O-f ) dA Semiegesjwki‘; y h |
A _ A te’r.gel'y
Lo ol e h/2| < M,
A képlékeny semleges tengely teriletileg A ept
felezi a km.-t. z r
* Nyomatéki egyenlet: 2
f(Al)r-Gf-dA+f(A2)r-0f-dA=Mképl_ =
Of f(Al)T' - dA + Of f(AZ)T' - dA = Mképl. Semlegs tengdly| _ >
O-f | SylAl + O-f . SyrAZ — Mképl Mi:?l \F D
207+ Sy re1 = Mygpr. o < o
Az S, (5 a félkeresztmetszet statikai !
nyomatéka az y tengelyre. ‘e af




A RUGALMAS TEHERBIRAS EGYENSULYI EGYENLETTEL

Az egyensulyi egyenlet kozvetlen felirasaval -
hatarozzuk meg a rugalmas teherbirast, nem az N,
egyenes hajlitas (Navier-formula) képletével. Mg | Krg

 Vetuleti egyenlet: . K g

SF=N-N=2-22.g =~ 220, =0 ya
* Nyomatéki egyenlet: b

N S
C.AJ|H

<
I
=~

Wl N Wl
Il
==
Q@ | 9
|
—

—
W] = =

wIinN
||
S
g
Q
N\
NS NS

N =

yi 6 Of = Mrug. .
 Arugalmas hajlitas képletével:
" b-h? 7

yrug. " Of = o

"O0f = Mrug.




A KEPLEKENY TEHERBIRAS EGYENSULYI EGYENLETTEL

Az egyensulyi egyenlet kozvetlen felirasaval .. O
hatarozzuk meg a képlékeny teherbirast. N B
 Vetlleti egyenlet: Mioi |y p Kiepl|
ZF—N_N—M. _ﬂ. = (0 - hNke’pI K kepi
i = — > O'f > O'f = p al
 Nyomatéki egyenlet: : .
XM, =N - kyepr. + N - Krepi. = Myep. —
2 My; =2 N - kyspr. = Mygpr. é;f/
b-h ho1 7 .
LMy =2 — 05 === Mg, v ? r
2 A Nképl A1h 1 B T
> My, = + 0 = Myspr, 7 5 el ;
p / //// g'%=kképl
e A képlékeny teherblras képletével: NNy [ h 1T
b- h2 L % A4
207" Syrs1 = 0 = Myep LLL




A KERESZTMETSZET KEPLEKENY TOBLETTEHERBIRASA

e A keresztmetszet képlékeny és rugalmas nyomateéki
teherbirasanak aranyat fejezi ki a képlékeny
tobbletteherbiras. Megmutatja, milyen mértekben
terhelhetd a km. a folyas kialakulasatol a torés
bekovetkezeséig.

e Adott keresztmetszetre jellemz6 adat. Egyes km.-ek
képlékeny tartaléka eltér egymastal.

. Mpepi.
Mrug.
 Téglalap km. képlékeny tobbletteherbirasa:
o b - h? 5
- — képl. _ 42 f:1’5
Mrug. b-h .

6 Of

+——F

<

+—4 4
d
4t
D

am
h
V=

I
e

th c=1,5

c=2,0

c=1,7

c=1,27

c=1,17




HATAROZOTT TARTOK KEPLEKENY TARTALEKA

A teher novelesevel M, eleri M, . erteket.
Ebben a km.-ben a szélsb szalak megfolynak,
a tarto rugalmas teherbirasa kimerdl.
A teher tovabbi novelésevel M, eléri M,
értekét, a teljes km. képlékennyé valik, a
tarto torési (képlékeny) teherbirasa is
kimerul.

_ Dreépl-l? Myeép1.-8

Prképl.

Mpax = Mképl.— 3 > Pképl. = 12

Q

Ezt a km.-t képlékeny csukldnak mindsitjik, tetsz6legesen nagy elfordulas
johet benne létre, tovabbi nyomaték elviselésére nem képes. A tartd a csuklo

hatasara labilissa valik.

Statikailag hatarozott tartok képlékeny tartaléka tehat csak a km.-ek

képlékeny tobbletteherbirasabol adadik.




HATAROZATLAN TARTOK KEPLEKENY TARTALEKA

Statikailag hatarozatlan tartok a hatarozatlansag
fokanak megfelel6 szamu toébbletmerevséggel
rendelkeznek. Egy képléekeny csuklo ezt a
merevseget eggyel csokkenti. A csuklo
kialakulasa utan a teher tovabb novelheto,
tovabbi km. valik képlékennyé (csuklova). A
hatarozatlansag fokaval megegyez6 szamu
képlékeny csukld alakulhat ki a tarté
tonkremeneteléig (labilissa valasaig).
Statikailag hatarozatlan tartok képlékeny
tartaléka tehat a km.-ek, valamint a tarto
(hatarozatlansagabol adodod) képlékeny
tobbletteherbirasabol adodik ossze.

AM

p

 SSSSSSSAS S S S S S S

ﬂfkép?

LSS S SN S S S S S S S

Pképt. =|pP + Ap

W W

/  SSSSSSSNSSSSSSSS

ﬂfképt

Myepi.

\MW

LSS SN S
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A HAJLITASSAL EGYIDEJU NYIRAS ERTELMEZESE

* Ha a keresztmetszetekben egyidejlleg nyiroerd és hajlitonyomatek miakodik,
akkor a rudelem olyan dsszetett igénybevételnek van kitéve, amelyet
hajlitassal egyidejl nyirasnak nevezink.

* Anyirdéerd és a hajlitbnyomatek matematikailag 6sszefliggd mennyiségek.

 Atartd hossztengelyére merdleges erd a leggyakoribb terhelés, igy a hatasara
kialakulo hajlitassal egyidejl nyiras a leggyakoribb igénybevétel osszetétel.

F-L




PELDAK HAJLITASSAL EGYIDEJU NYIRASRA
. ) ‘ —¥ 4




A HAJLITASSAL EGYIDEJU NYIRAS FELTEVESEI

Szimmetrikus keresztmetszetdl tartokat
vizsgalunk. A teher a tarto
szimmetriasikjaba esik, a
nyiréigenybeveétel pedig a keresztmetszet
szimmetriatengelyébe.

A hajlitonyomateék vektora a km. egyik
féiranyaba esik (egyenes hajlitas).

A Bernoulli-Navier hipotézis kozelitbleg
fenntarthato. A nyiréerd kovetkeztében
keletkezd6 szogtorzulasok miatt a km.-ek
nem maradnak sikok. A hajlitas hatasa
viszont sokkal jelent6sebb, ezért az ahhoz
tartozo alakvaltozast csak kissé modositja
a nyiras, a sik km. feltételezése megmarad.

vy
[

deformacio
hajlitas + nyiras

. sik
keresztm.

deformdcio
hajlitas




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA
KIINDULASI OSSZEFUGGESEK

 Anyirderd és a hajlitonyomaték kozotti differencialis kapcsolat:
AMy (x)
Tzx) =
dx

* Az egyenes hajlitas hatasara kialakulo km.-i fesziltségek eloszlasa jo

kozelitéssel tovabbra is linearisnak vehetd, a feszliltségek szamitasa is azonos

az eddigiekkel: M,,
Oy = I_ A

y

A hajlitonyomaték hatasara tovabbra is csak normalfesziltség, a nyirderd
hatasara tovabbra is csak nyirofesziltség ébred a km.-ben.

A nyirofesziltségek dualitasa érvényben van, vagyis a km.-i fliggbleges
nyiréfeszultségek mellett velik megegyez6 érték vizszintes sikban mikodé
nyirofesziltségek (csusztatofesziiltségek) is ébrednek.



EGYENSULYI EGYENLET
e A rudelem dx hosszusagu szelete elkulonitett darabjanak egyensulya:
N +dN =dH + N’

J(A)(O'x +do, ) -dA =1, b -dx+ f(A,)Gx . dA
J[(A’) Ox ° dA + f(A’) dO-x - dA = Ty ° b-dx + f(A’) Oy ° dA
J(A)ggx +dA =T,y - b-dx
aMy
JF(A) I VA dA—sz b - dx
dM,, 3
dx-L,-b f(A’)Z dA =Ty
Tj.sby =T, = T, (Zsuravszkij — képlet)
o
| dx | | dx | | dx |
T M + dM *ﬂ L dr
C | },\ W LY R
trdt 0y ‘Hax-l—dax 4 = b ! b !




TEGLALAP KERESZTMETSZET FESZULTSEGEI

N| S

T
* Hajlitas 50 max 7
M
Oy = I_y Z T /
7 7 y »l) h sz,max
* Nyiras M, /
!/
T = Tz Y Zy Ox,max
- Az elcsuszni akaro rész statikai nyomateka
h vy b-h-y'—b- y
Y
Sty =4y =by - (3-5) =T

A T fuggveény parabolikus valtozasat eredmeényezi.
A km. also és fels6 szélén zérus az értéke (és a T is).

Y S y felso

N S

N|=

N S

?
Z,

F
S v alsé

z

Az also és a felsé rész barmelyikének statikai nyomatéka szamolhato. A
statikai nyomaték (és a T ) maximuma a sulypont magassagaban van.

- A b avizsgalt magassagban a km. vizszintes anyagi szélessége. (Amely
mentén a két rész egymason elcsuszni szandékozik.)




VASTAGFALU KERESZTMETSZETEK NYIROFESZULTSEGE

n” 2
e 1" szelvény

_TZ'S’ymax.’l' — T, = = T4°—
Tmax - Iy'a ) 1 Iy'a ) 2 Iy.b 1 b

A szélesség valtozasa ugrast okoz az abraban. A statikai T2 1
nyomaték a km. szelein mindig nulla ertékd es a ” Tmax
sulyponti y tengelynél éri el a maximumat. Ebben az |

/
TZ'S’y . T7-S"y a

esetben az abra maximuma is itt talalhato. 2
* ,H" szelveny , ’ =
TZ‘S y Tz‘S y 2a Tz'S ymax | I
tmax = 5’1 T T tmax T2 T T T
yaa y y _

Nem mindig a statikai nyomaték maximumanal

(sulyponti y tengely) alakul ki az abra maximuma. V.
T T T

y y 1IL




NEM PARHUZAMOS OLDALELU KM.-EK NYIROFESZULTSEGE

A hatarolo feliletek mentén érint6 iranyu a nyirofeszultség. Ezek fuggbleges

Osszetevli a Zsuravszkij-képlettel szamithatoak, amelyek értékei az y
tengellyel parhuzamos egyenesek mentén pedig allanddak.
A vizszintes 0sszetevOk az egyenes szélsd pontjaiban a legnagyobba

haladva linearisan csokkennek. Az ereddjuk tehat
a hatarolo pontokban a legnagyobb.
e A hatarolo pont (P) nyirofesziltsége:

TSy | _ S _
Ixz = I2-s ’ Txy —sz°Z—sz'tan(P
. 5 5 _ Vs2+t2
Ty = [Txy” T Txz” = Txz -

e Abelso pont (Q) nyiréfesziltsége:
Tz'S'y r

)y Txy —sz't

T
X2 Iy2s

. 5 5 _ Vr2+t2
Ty = [Txy T Tyz” = Txz e +

K, befelé

‘\H
=
N




HAROMSZOG KERESZTMETSZET NYIROFESZULTSEGE

A nyiréfeszultégek vektorainak hatasvonalai az
el6z6ek alapjan a haromszog csucsaba futnak.
A fliggdbleges nyirofeszultségi komponens
maximuma a magassag felében elhelyezkedd

egyenes mentén fekvd pontokban van:
_ TSy
sz,max —

Iy-a

y

A vizszintes nyirofeszultségi komponens
maximuma az egyenes szélsé pontjaiban van,

kozottik linearisan csokken az értéke:
a

Txymax = Txzmax

d |

| TIZ

I v

.T =
\ L / h Txzmax —
YW Tx max h /2
/P
; 1
v Txy max
/ Txymax
Txy / Tx,max
XZ,max
Txylmax @

"n = Txyzmax " tan @

A haromszog hatarolovonalat érintd nyirofesziltségi eredd6 maximuma a

komponensekbdl:

2 —

2
Tx,max Txy,max + sz,max

= Txzmax *

va?+h?
h




VEKONYFALU KERESZTMETSZETEK NYIROFESZULTSEGE

A km.-ben a hatarolévonalakkal parhuzamos nyirofesziltségi vektorokat

feltételeziink.

 Ezek afesziltségek nyirofolyamkeéent mikodnek, éertéktuket allandonak vesszik

a falvastagsag mentén.

 Agerincben fuggbleges nyirofeszultségek ébrednek:

Tz'S,y

T —
XZ Iy-v

e Az ovekben ébredoé vizszintes

nyirofesziltségek:

T,-S'
Tyy = s Y
S'y=v-(a-y-(;

v

2

)

Txy max

-

Xy

| d

Ixy,;-'n.ax
|

d |

|—)»—)»—)»

«— <«— <«—
— < <—

— — (—l\{:li__

«— <«— <«— <

— «— <«— <

— — —

—_— —> —)-l"u':l:__

sz,m)

«— — «—

Tay

h/2




GERENDAK VIZSZINTES NYIROFESZULTSEGE

A kapcsolat nélkul egymasra helyezett
gerendak elcsusznak egymason az
érintkezési fellilet mentén az
alakvaltozas soran.

Kapcsolat [étesitésével (pl. ragaszto)
kialakulo csusztatofesziltségek
megakadalyozzak az elmozdulast.

A csusztatofeszultségek megegyeznek az
abban a magassagban kialakuld km.-i
nyirofeszultségekkel a dualitas alapjan:

Tz'S,y
Txz = Uzxragasztdo —
g Iy‘b

gl

|
Eelcsﬂszé felllet i
-

agaszto

97-:{2

Eﬂsztaté feszijltséga




KAPCSOLOELEMEK VIiZSZINTES NYIROFESZULTSEGE

Fajlagos csusztatoer6 meghatarozasa: R A
=2 _ sz-b-dx _ p = T, -S' p = TZ-S’y ||
Zx l ] | I ] ] | I ]
dx dx I b I d d | d I d I d d I d
Csusztato erd egyenletes ny|r0|genybevetel eseten Egve';'etem
r iosztas
H= [T b-dx= f(a)h dx T
TzS'y q
H={( =—2.b-dx
(a’) Iy —1 —1 | — | o I o |
H — f( )T dx _|_| - — = ) |_|_
<< 3 | & ¥ aya
S S valtozo_*
H:—y.TZ.a:—y.Aa:h.a Tkiosﬁﬁs /
I I
Yy Yy
Csusztato er6 valtozo nyirdigenybevétel esetén:
/ .
__ Y a 5
= A g e
/’ /4 y 77 oo V4 V4 7 T o 4 Z R Al By~ W “"“i N I
A nyiréeré névelésével a kapcsoldelemek|, === l p: il I o o
. J4 77 77 ee . Xz _I..-T'—T.‘T ﬁx il 1
kiosztasa slrlsodik.




HAJLITOTT-NYIRT GERENDA ALAKVALTOZASA ES FESZULTSEGEI

* Alakvaltozas: a hajlitas hatasa B e

érvényesul er6sebben (sik km.-ek
elve), a nyiras hatasa

elhanyagolhato.

 Normalfesziltségek: tartokozépen [ESENETEEN BECLSD O TEHER
(M__ -nal) a szélsé szalakban a
legnagyobbak. oreene e
 Nyirofesziltségek: a tarto szélsé [EGYENLETESEN MEGOSZ0 TEFER
km.-eiben (T,,,-nal) a kdzépsb

tartomanynal a legnagyobbak. "
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Feszlltsegszamitas:
ferde hajlitas

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



A FERDE HAJLITAS ERTELMEZESE

* Haanyomaték a km. egyik olyan sulyponti, de nem féinerciatengelye és a
test hossztengelye altal meghatarozott sikban mikodik, vagyis a
nyomatékvektor nem esik a km. egyik f6iranyaba sem, akkor ferde hajlitasrol

beszélink.
A nyomatékkal egyittesen felléps nyiréerd hatasaval ebben a témakorben

nem foglalkozunk (el6z6ekben ismertetésre kerult).

| N
A
X y=1 N

z=2.
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A FERDE HAJLITAS ESETEI

A terhelés sikja fluggdbleges, a keresztmetszet
szimmetrikus, de elfordult allasabol adododan a hajlitas
sikja és a nyomatékvektor sem esik a f6iranyokba.

A keresztmetszet szimmetrikus, a teher két egymasra
merobleges iranyban mdkodik, amelyek egybeesnek a
km. féiranyaival.

A keresztmetszet nem szimmetrikus, a teher és a
nyomaték vektor sem esik a féiranyokba, azok
elfordult allasa miatt.




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA
KIINDULASI OSSZEFUGGESEK

A ferde hajlitast két egyenes hajlitas egylttes hatasaval helyettesitjik, vagyis
a nyomatékot a km. féiranyaiba es6 osszetevdire bontjuk.
M; =M :-cosa

M, =M -sina
A két egyenes hajlitasbdl szarmazo feszultséget a
megismert modon szamithatjuk.

M M

I L 7 F%:H
y Z
* Ezek afeszultségek a km. adott pontjan skalarisan M,

OsszegezhetBek, mivel azonos sikban mikddnek és M
vektoraik parhuzamosak. Tehat a km. egy pontjanak
feszlltségét az egymasrahalmozas (szuperpozicio) z=2 |

elvének megfelel6en kaphatjuk meg.



FESZULTSEGSZAMITAS AZ EGYMASRAHALMOZASSAL

A feszultségeket a huzas-nyomas elGjelszabalya szerint szemlélet alapjan

0sszegezzuk az egyes km.-i pontok vonatkozasaban.
e Szimmetrikus km. esetén (az y és z a f6inercia

tengelyek):

M M
O'x — i _y - 7 i 2z . y
I, I,
* Nem szimmetrikus km. esetén:
M M
I I T"
- A fétengelyektdl mért szaltavolsagok szamitasa a A
transzformacios 6sszefliggéssel: _
s{=—y-sina+z-cosa ’

S, =y-cosa+z-sina
A koordinata-tavolsagok elGjelhelyesen
behelyettesitve.

~
M, =M-cosa
2V M, =M -sina




FESZULTSEGSZAMITAS ALKALMAZASA SZIMMETRIKUS KM. ESETEN

Az y és z tengelyek a f6inercia tengelyek.
 km. egy pontjanak feszlltsege

M M
— Yy Z
Oxp = "7 'ZBt 7 'VB
y Z
 km. maximalis feszlltsége
M, M,

I Zmax — I_ " Ymax
y Z

Ox max — ‘O-x,A‘ —

— - y M
Ox max — Ox,c — T ; " Zmax T Z " Ymax

4
BO
_ v |y=1
M,
¢ z=2l
M,
MZ / O-X,A

M
)o'/z

x,B

M
y M,

0}
+X Ux,A

7 M
y
Jx,B

A fotengelyektdl legtavolabbi pontokban (A és C pont) ébred a maximalis
normalfeszultség azokban a siknegyedekben, ahol a nyomatékok azonos

tipusu hatas fejtenek ki (mindkett6é huzast vagy nyomast). A kétszeres

szimmetria miatt a fesziltségek a ket pontban azonosak lesznek ebben az

P N PN




FESZULTSEGSZAMITAS ALKALMAZASA NEM SZIMMETRIKUS KM. ESETEN
A fOinercia tengelyek az y és z tengelyekhez képest a szoget zarnak be.

 km. egy pontjanak feszultsége
M, M,

Oxp = —7. "SiB T " S2B
1 2
 km. maximalis feszlltsége
_ My M,
Ox max — |O-x,A| — _I_ "S14 — E " 524
. . My M
Ox max UxC_+_ SlC+_ Sa2c

A legnagyobb normélfeszﬂlt;égek azokﬁ)an a
siknegyedekben ébrednek, ahol a nyomatékok
azonos tipusu hatas fejtenek ki (mindkettd
huzast vagy nyomast). Ezeken siknegyedeken
belul pedig a f6tengelyektdl legtavolabbi pontokban (A és C pont) alakul ki a
maximalis feszliltség. Ezek a pontok viszont az egyes iranyokban a teljes km.
vonatkozasaban nem biztos, hogy a széls6 szalak, vagyis a legtavolabbiak.




SEMLEGES TENGELY MEGHATAROZASA

* A km. azon pontjainak 6sszessegét, ahol nulla a
normalfesziltség, semleges tengelynek hivjuk.

 Asemleges tengely kettéosztja a km.-t huzott és
nyomott tartomanyra. A fesziltségek a semleges
tengelytdl legtavolabbi pontokban lesznek a
legnagyobbak.

* Ferde hajlitasnal a semleges tengely athalad a
sulyponton, de nem esik egy egyenesbe a z=2 \

nyomatékvektorral, azzal szoget zar be. D 6%
A semleges tengely egyenlete: |
_My Mg
I, M
Z = My ' IZ Y (A seml. teng. mindig a 2. f6tengely és az M vektor kozé esik.)
y VA

I M
tan,8=l—y-tana (tanﬁ=§;tana=M—2)
z y



SEMLEGES TENGELY HELYZETE

A feszultségi test térben abrazolja a
kialakuldo normalfesziltségeket és
szemlélteti a semleges tengely
helyzetét.

A semleges tengely oldalélekkel

alkotott metszéspontjanak a helyzete:

Metszéspont az A-D oldallal:

a _ Yseml.t.AD
Ox,Dt0x A Ox A
a
— . O'
Yseml.t.AD OxD+0x 4 xX,A
Metszéspont az A-B oldallal:
b _ Zseml.t.AB
Ox,A—Ox,B Ox A
b
Zseml.t.AB — "Ox A

Ox,A—Ox B

ax,C

Jx,D

. Yseml.t.AD X

a

‘RQ
S

I{;aﬁual
Sa Haju.tas

Q

x,B

Z seml.t.AB
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Feszlltsegszamitas:
kiilpontos nyomas (-huzas)

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



A KULPONTOS NYOMAS ERTELMEZESE

 Ha a keresztmetszetekben a rud tengelyiranyaba esé (km. sikjara merdéleges),
olyan eré m(ikédik, amely nem halad at a keresztmetszet sulypontjan, akkor
kiilpontos nyomasrol (huzasrol) beszélunk.

 Akllpontos nyomassal (huzassal) egyenérték( igénybevétel, ha a km.-ekben
hajlitassal egyidejl (de attdl fliggetlen) kozpontos nyomaoerd (huzoéerd) lép fel.

X F XFM
/i /V/] ;
/Sy /Sy

z/ 2/




PELDAK KULPONTOS NYOMASRA

MARATARNAAAL RAEARAA A ‘1“'!."}:{% =
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A KULPONTOS NYOMAS ESETEI

A kulpontos normaler6t a km. sulypontjaba redukalva egy vele azonos
nagysagu, parhuzamosan eltolt er6t és az erd kilpontossaggal torténd
szorzasaval elGallitott hajlitonyomatékot kapunk.
Egyszeresen kilpontos nyomas — nyomas és egyenes hajlitas: ha a nyomoero6
vektora metszi a km. egyik f6tengelyét, vagyis csak a masik fétengely korul
forgat. A kilpontossagbodl szarmazé nyomaték egyenes hajlitasként mdkodik.
Kétszeresen kilpontos nyomas — nyomas és ferde hajlitas: ha a nyomoéeré
vektora nem metszi a km. egyik fGtengelyét sem, vagyis mindkét f6tengely
korul forgat. A killpontossagbol szarmazo nyomaték ferde hajlitaskent makodik.

LF

z2=2 /
)\’

Egyszeresen klilpontos nyomas

1 F

/.

ey, WA D
[/

¥M /

z2=2 /

\

y_

1

Kétszeresen kiilpontos nyomas

/IF L

[T -

[/ /X
2:2/ 2:2/
\ \

y=1




FESZULTSEGEK MEGHATAROZASA

KIINDULASI OSSZEFUGGESEK
A sulypontra redukalas soran kapott normalerd és a hajlitonyomaték hatasara

is normalfesziltségek keletkeznek a km.-ekben, amelyeket az eddig
megismert médon szamithatunk: N = F; M, =N -e,; M, = N - e,

- aredukalasbdl szarmazé normalerd hatasa: 2]
N
O, = Z
- aredukalasbdl szarmazé egyenes hajlitas hatasa: F
My MZ i =1 _‘?
Oy =—=°*Z; 0y =—*Y . N y Ly
Iy . IZ My
- aredukalasbdl szarmazé ferde hajlitas hatasa: M,
M M
Iy I, z=2

 Megallapithato levezetés nélkil, hogy ezek a feszultségek a km. adott pontjan
skalarisan 6sszegezhet6ek, mivel azonos sikban miikddnek és vektoraik
parhuzamosak. Tehat a km. egy pontjanak feszlltségét az egymasrahalmozas
(szuperpozicid) elvének megfelel6en kaphatjuk meg.




FESZULTSEGSZAMITAS AZ EGYMASRAHALMOZASSAL
A fesziltségeket a huzas-nyomas elGjelszabalya alapjan osszegezzik.

 Keétszeresen kilpontos nyomas
- altalanos esetben:

N M M
A~ I I,

-  haazy észafbinercia tengelyek:

N M
O-xz__i_y.z_l__.y
A~ 1, I,

 Egyszeresen kilpontos nyomas
- altalanos esetben:

- haazy észafbinercia tengelyek:




FESZULTSEGSZAMITAS ALKALMAZASA

Egyszeresen kilpontosan nyomott
km. egy pontjénak feszlltsege
My

e km. maX|maI|s feszUItsége
o N_ Yy,
x,AC — — 7 = 7 '“Z4max
AL

Kétszeresen kilpontosan nyomott
km. egy pontjanak feszijltsége

Oxp =71t 2 Yy:
e km. maximalis feszUItsege
o N My . 7 Mz y
x,A A Iy max I, max

- A nyomoerdvel azonos siknegyedben fekvd,

a fétengelyektdl legtavolabbi pontban (A
pont) ébred a maximalis nyomofesziltség.

T

- Ox AC +.-

N

. 20N

Y

M, _

x o+




SEMLEGES TENGELY MEGHATAROZASA

e A km. azon pontjainak 6sszességét, ahol nulla a e,
normalfeszultség, semleges tengelynek hivjuk.

 Asemleges tengely kettéosztja a km.-t huzott és
nyomott tartomanyra.

e Kilpontos nyomasnal a semleges tengely nem halad
at a sulyponton, a nyomott zona nagyobb a huzottnal.
A nyomoerdvel szemkozti tartomanyban alakulhat ki
huzas.

* Asemleges tengely egyenlete:

M
Gx=%+—y-z+&-y=0

Iy I,
N N-e N-e
oy =—+—2-z+—=2-y=0
A I, I,
. Iy Iy.eZ ’ /7
Z=— E — E 'Y (ey; e, y; z es N elojelhelyes) \




A KULPONTOSSAG NOVEKEDESENEK HATASA

A kialakulo feszultségek a normalerd és a
nyomaték egylttes hatasara ébrednek:

N M
o, = 0y + 0M=—Zil—y-z
Yy

A normaler6, helyzetétdl fuggetlentl azonos
konstans feszlltségeloszlast eredményez a
km.-ben.

A nyomaték és a belble szarmazo fesziltségek
értéke novekszik a terhel6 erd
kilpontossaganak novelésével.

Az 0sszegzett feszultségek a kuilpontossag
novekedésével a nyomoerd oldali
szels6szalban novekednek, az ellenkez6
oldaliban csokkennek, majd nulla értékdve,
utana huzofeszultséggé alakulnak.

X
F

X
d lH e, > e
oN v

ey > €3
=1
=
v \




A KERESZTMETSZETEK BELSO MAGIJA

A kulpontossag bizonyos értéke az er6vel atellenes oldalon huzast okoz.
A kulpontosan nyomott km.-ek azon pontjainak 6sszességét, amelyeken a
nyomoerdt mikodtetve a km.-ben nem keletkezik huzofesziltség, bels6

magnak hivjuk.

Egyes épitbanyagok nem képesek huzofeszultségek elviselésére (pl. beton,

tégla, ké). A belsé magon kivili terhelés
repedést, a huzott tartomany
teherviselésbdl torténd kiesését okozza.

Oy =——t—y=
X AL y
N N-e, a
Ox =——+—3, 5;=0
12
1 e,
__+ g —
a-b 3-b

Semleges
tengely
5
<>_<3 y,b/6,
b/6}
5 o
1 2 3 Zv
a/6la/6
‘ .
« g




A CSAK NYOMASNAK ELLENALLO ANYAGU KERESZTMETSZETEK

A belsé magon kivuli teher esetén a km.-ben huzéfesziltségek ébrednének,
amelyek nem tudnak Iétrejonni (a test megreped, a kapcsolat megszinik).
 (Csak nyomofeszultségek alakulnak ki, a bel6lik megvalosulo feszliltségi test
ereddje lesz a terhel6 er6. A teher nagysaga a feszultségi test térfogataval
egyenld, hatasat a sulypontjaban fejti ki.
Oxmax *3°C*b 2N

2 * Oxmax = 3T

/i/F 3cc Y/
/ é/ Ay
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AZ EGYSZERU HOOKE-TORVENY ERTELMEZESE

* Linearisan rugalmas, izotrép anyagok viselkedését modellezlik vele.
* Anyagtorvenyként, a feszlltségek és az alakvaltozasok kozotti 6sszefuggest
teremti meg. Linearis, vagyis egyenes aranyossagi viszonyt allit fel kozottik.

o=FE- ¢ g
T=G" Yy
E — rugalmassagi modulus,
G — nyirasi rugalmassagi modulus,
* A harantkontrakcio, vagyis a keresztiranyu
alakvaltozas: a’ tana = E

E = —V - & £

W

A fesziltségre merdleges iranyban egy kisebb ellentett elbjell fajlagos
megnyulas keletkezik.
v — Poisson (harantkontrakcios)-tényez6



A FAJLAGOS MEGNYULASOK SZAMITASA

Egy test egy valasztott pontjat egységnyi méretekkel rendelkez6 hasabként

vizsgaljuk, ahol az egyes feszultségek mindharom

iranyban okoznak alakvaltozasokat.
* Fajlagos megnyulasok a o, hatasara:

O-x
£, = —
_ . _ X
e Fajlagos megnyulasok a o hatasara:
Yy
Oy
VT F
Oy
€Z=€x=—V'€y=—V°E
* Fajlagos megnyulasok a o, hatasara:
Z
O-Z
2T |
O-Z
Ex =&y ==V & =V ' —

E

ZEy/2—te,/2
:E}.—/'(Z

EII '

—Fe/2




AZ ALTALANOS HOOKE-TORVENY ERTELMEZESE

Az egyes iranyokban keletkezé fajlagos megnyulasok értékére hatassal van

mindharom, egymasra meroleges sikban keletkezo fesziltseg.
Az altalanos Hooke-torvény ezt figyelembe veszi, valamint tovabbra is

linearis kapcsolatot létesit ezen feszlltségek és az alakvaltozasok kozott.
* A nyirofeszultségek és az altaluk okozott sz6gtorzulasok kozott is linearis

kapcsolatot fogalmaz meg.

) o o 1
gxzfx—v-%—v-f - €x=E-[0x—v-(0y+az)]
o o o 1
£, EY_V.EZ_V ; é‘y:E-[O'y—V°(O'Z+O'x)]
o o o 1
EZ—EZ—v-Ex—v-Ey - £Z=E-[az—v-(0x+ay)]
Txz Tyz Txy



AZ ALTALANOS HOOKE-TORVENY HOMERSEKLET-VALTOZAS
ESETEN

A hdémérséklet-valtozas okozta alakvaltozasok a feszliltsegektdl fuggetlendul
alakulnak ki, lIétrejovetellk reverzibilis folyamat.

* Minden iranyban azonos fajlagos megnyulast okoz, szégtorzulas a
homeérséklet-valtozas hatasara nem jon |létre a test pontjaiban.

* A fajlagos megnyulas értéke az anyagi viselkedéstdl (a-h6tagulasi egyltthato)
és a hémeérséeklet-valtozastol (AT) fugg.

T _ T — T — . _ _ _
ex =&y =& =T 5 Yoy =V =Y, =0 | AT
* A hdmérseklet-valtozassal kibovitett altalanos et

Hooke-torveny: gx=—"|ox—v- (Gy +0,)| +a- AT

-[ay—v-(az+0x)]+a-AT W

| R | T -

£y =
T+ +
£, = -[JZ—v-(0x+ay)]+a-AT el/2  £7)2




A SZABAD ES A GATOLT HOTAGULAS

Ha a test egy pontjaban a hGmérseéklet-valtozas hatasara
kialakulo alakvaltozas adott iranyban szabadon
megvalosulhat, akkor abban az iranyban ennek hatasara
nem keletkezik feszultség, és szabad hétagulasrol

beszélunk.

& =a-AT - o, =0

e, =a-AT - o0,=0
Ha a test egy pontjanak valamely iranyaban
megakadalyozzuk a hGmeérséklet-valtozas hatasara
kialakulo alakvaltozas |étrejottét, akkor abban az iranyban
ennek hatasara fesziltség keletkezik, és gatolt

hétagulasrol beszélink. o,
£x=a-AT—v-E¢O—> o, =0

O-Z
ez=a-AT+E=O—> o,=—a-AT - E

—
————
O-Z
—
x|
|zl
O-Z




TARTOK HOTAGULASA

* Ha a hdmeérséklet-valtozas hatasara kialakuld alakvaltozasok szabadon
létrejohetnek, a tartoban nem keletkeznek ennek hatasara fesziltségek és

igénybevételek: ) AT
// .................................................................... :
Aa=¢c-a=oa-AT-a L AL
[
 Ha a hGmeérséklet-valtozas hatasara kialakulo alakvaltozasok létrejotte gatolva

van, a tartoban ennek hatasara feszultségek és igénybevételek keletkeznek:
AL =0
AL = ALT + ALN=0 AT
N L N N

é/

E-A / 7(

N=—a-AT-E-A 7 iz
N L
O-:Z:—aOAToE
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EGY PONT FESZULTSEGEINEK ERTELMEZESE

Eddigiekben a fesziltségeket a km.-i sikokban értelmeztik az egyszerdi
kezelhetGség érdekében, de ettdl eltérd helyzetld metszésikokban is ébrednek
feszlltségek ugyanabbadl a hatasbal.

Tehat a test egy pontjanak fesziltsége nem csak a pontnak a tartoban elfoglalt
helyzetétdl, hanem a hozzarendelt sik allasatol is fugg.

Ha a pont km-i sikjaban egylttesen ébred jelentés normal- és nyiréfeszultség,
vagy nem rudszerkezetrdl van sz, akkor szukség lehet erre az értelmezésre.

n
a
; F oy AR
n




EGY PONT FESZULTSEGI ALLAPOTANAK ERTELMEZESE

Egy pont feszlltségi allapotan a ponthoz hozzarendelheté valamennyi

metszOsikon keletkez6 fesziltsegek 6sszességet értjlk.

Valamennyi lehetséges metszOsik feszultséget
ismertnek mindsitjuk, ha a ponton keresztlil harom
kolcsonosen merdleges metszbsikpart (elemi hasab)
veszunk fel és az ezekhez a siklapokhoz tartozo
feszlltségeket ismerjuk.

A harom siklap par mindegyikén harom
feszlultségkomponens keletkezhet. Tehat 6sszesen 9
(3x3) feszultségkomponens szukséges a siklap
harmason a pont feszultségi allapotanak ismeretéhez,
melybdl a dualitas miatt csak 6 figgetlen adat.

A fesziltségeket egy matrixba rendezve kapjuk a
feszultségi allapotot jellemz6 fesziltségtenzort.

f’z

T,

VX

xe

&

>y
Oy




A FESZULTSEGI ALLAPOT TiPUSAI

Térbeli feszultségi allapot: nem tudunk a
ponton keresztul fesziltségmentes sikot
felvenni. A fesziltségvektorok altalanos
térbeli allasuak.

Sikbeli fesziltségi allapot: a ponton
keresztll egy fesziltségmentes sikot
tudunk felvenni. A feszlltségvektorok egy
sikra illeszkednek.

Linearis feszlltségi allapot: a ponton
keresztll két feszlltségmentes sikot
tudunk felvenni. A feszlltségvektorok egy
egyenesre illeszkednek.

- Ox
5y vy F = |Tyx
Tzx
Iﬂa
y F=|1,
o
) 0
Oy
y F={0
0




SIKBELI FESZULTSEGTRANSZFORMACIO

Az aszoggel elforditott helyzetl, n normalisu sik
feszultségei, a pontra fektetett siklapokra hato !
sz:‘:az

feszlltségek (n és t iranyu vetuleti) egyensulya alapjan:

N a dx
(1. | Ao, 4, dz = ds-cosa

& 14 / al xz & a( / a|Yz a/ds _
g, T,y dx =ds-sina

o, dy-ds=0,-dy-dz-cosa+1,,-dy-dz-sina +
+0,-dy-dx-sina +1,,-dy-dx-cosa

Tyt dy-ds =—o,-dy-dz-sina+1,,-dy-dz-cosa +
+0,-dy-dx-cosa— 17,,-dy-dx-sina

N

0, = 0,°COSQ-CoOSsa +T,,-cosa-Siha +o,-sina-sina +7,, -SIna - CosS &
Tnt = — 0Oy -SINA-COSA + Ty, COSA-COSA +0,-SINA - COSA — T,y - SINA - SIN A



0, = 0, *CoS*’a+ o0, sina+2-1,,-sina-cosa
Tpt = —0, - Sina-cosa + 7,,-cos?a+ o, -sina-cosa — T,, - Sin‘a

A felhasznalando trigonometrikus azonossagok:
sina + cos?a = 1; cos?a — sin“a = cos(2a); 2 - sina - cos a = sin(2a)

1
- (1 — cos2a)

cos’a = 5 (1 + cos2a) ; sina = >

Elvégezve a behelyettesitést:

0} o o o .

g, = 2x+ Zx-C052a+7Z—7Z-C052a+TXZ-sta
O,—0 . .

Tor = Zz ~.2-sina - cosa + 1,, : (cos? a — sin‘ a)

Az n normalisu sik fesziltségei:
O-x+O-Z O-x_o-z
0. —
n 2
O-Z_O-x .
Tne == sin(2a) + 7,, - cos(2a)

- cos(2a) + 7,, - sin(2a)




FOFESZULTSEGEK

Az n-t koordinatarendszert elforgatva az egyes sikokhoz tartozo feszultségek
az elforditasi szog fliggvényében valtoznak.

Valamennyi érték kozul a normalfeszultségek szélsé értékeit keresstk, vagyis
azok maximumat és minimumat. Ezeket a szélsé értékeket f6fesziltségeknek
nevezzuk. Azokat a sikokat, amelyekben ezek a feszlltségek kialakulnak,
féfesziltségi sikoknak, a normalisukba esé tengelyeket f6tengelyeknek, az
altaluk meghatarozott iranyokat féiranyoknak hivjuk.

A fuggvény elsé derivaltja null értékénél vannak a lehetséges szélso értékek.

o, +0, O0,—O :
dUn(a):d(xz £ 4 xz Z'COSZCZ-l-TxZ'SanC()

O, — ada da
— = > 2.2 sin2a + Tyz * 2+ C0s2a =0 (2-vel osztva a t,,—t kapjuk meg.)

=0

Tehat, amelyik sik nyirofesziiltsége nulla, ott a normalfesziltségeknek széls6
értéke van.



FOFESZULTSEGEK MEGHATAROZASA

A fbtengelyeknek a kiindulasi koordinatarendszer tengelyeivel bezart szoge:

O,—0 ;
Tyt = Zz = sin(2a) + 1., - cos(2a) =0 N
T
Ox—0 . <1—ZzX
~—=.sin2a = 1, COS 2« Tory
X | Ix
_sin2a 2-1y, in ‘ \A
tan 2a = = Xz
cos2a 0, — O, TZXT
77 oo /7 / /7 [ /7 77 V4 /’ J
* A fbfeszultségek ertékei a levezetés mell6zésével: AR
A2
o, + 0, Oy — Oy 5 g, o
01 = + + Txz
2 2 X a
\ <
NG
_ Oy + 0y O, — Oy . 0, 04
\ -




FESZULTSEGI MOHR-KOR

Egy o-t koordinatarendszerben abrazolva a ponton
at felvehetd sikok normal- és nyirofeszultségi
értékeit, azok egy kor keruletére rendezédnek. Ezt
a kort feszultségi Mohr-kornek nevezzuk.

ElsO lépésként a kiindulasi (x és z normalisu)
sikparra szamitott feszultségeket mérjuk fel. A
felrajzolt két pontot (x és z) 6sszekotve kapjuk
meg a kor atmérdjét, amely segitségével a kor
megrajzolhato.

A kor minden egyes atmeérdjének végpontjai egy a
ponton at felvehetd sikpar feszlltségeit adjak
meg koordinataikkal.

A kor atmérdbi kozt mért (kozépponti) szog a km.-
ben feleakkoraként makadik.

Elojelszabaly: o,
Tzx
(/—:-?E xsz4‘ | Ox
o |1} ?rfl VT;
TZX
2097
02 04
Z
Tzxl | N—2a) @
(P 1
X
g, Oy

T\




FOFESZULTSEGEK MEGHATAROZASA MOHR-KORREL
A kor és a vizszintes tengely metszéspontjai szolgaltatjak a pont f6feszultségi

értékeit. A kor keruleti pontjai kdzul ezeknek a legkisebb és legnagyobb a
vizszintes koordinataja, amelyek a normalfesziiltségek széls6 értékei. A
nyirofesziltség ezekben a pontokban nulla.

* A fbfeszultségek a kor alapjan:

— 2 o
o, + O, O, — O, z
01 = + ( + szz Tzx =O-2== 01
2 2 X Txz o
\ = T l >
N > __/ . L v v Z
kor k6zéppontja kor sugara Ox Txz
-~ A ~ — A -~ T T
“x O-Z zx!r \_Za
o, + 0, O, — 0,\> , Z Txz| 2 1
Oz = — T Tyz 1g, P X
; ; e
X a
Az elfordulasi sz6g a kor alapjan: % N S
2Ty, 02 01 ; ¥
tan 2a = 2¢ |

Ox — Oy



SPECIALIS FESZULTSEGI ALLAPOTOK FOFESZULTSEGE]

* Tiszta huzas feszultsegi
allapota:

01 = Oy
o, =0, =0

Ay—1 =0

e Tiszta nyomas feszultségi
allapota:

o, =0,=0
Oz = Oy

a,_; =90°

F
0, = 0y Ucrx = 0q
Tv
% ¢ > X 1 >
Oy Ox il __| 01 01
Z 2
g
x%—) O p (—F o
Oy = Oy o, = 0y
TV
X X | 2
O, Oy i op) o)
A 1




Tiszta nyiras feszultsegi allapota:

Ty, = —T,, (dualitas)
01 = Tzx
O3 = Ty
Ty, = —T,, (dualitas)
01 = Tyxg
Oy = Tz

N Tzl x
X é’ ’\
N
h
F — 0-2 —2a 0-1
Tzx
. 2 2 T
ZX
—> N ) o
T I 1 1
X ANxz x| X
Ty | ;, ,\.« o, -
<= 2
ZVTzx 1 1 Z
F N\ Tyl z
—LA
N— %2 g %
Txz
. 1 1 T
zx,__ \
T . 91 0
X A |"xz X \ | X
Lz v ! 0, 0,
Z-%zx 2 2 Z




* Hidrosztatikai feszultségi allapot: O
Oy y
01—02—Ux—0y—0z y Oy Oy = 0, =07 = 0y
A Mohr-kor egy pontta zsugorodik. 2
, Ny s e s , Oz 01 = 0z
Folyadékok feszlltségi allapotara N Y W
jellemzé. o . S = o,
O, Z g1 = 03
Z
* Tengelyszimmetrikus O
f ..I ’ . /II . I I O-Z
eszultsegl allapot: y 5 Py #ayy 7\
— < 0z = OA\__J0x
0'1=O'x=0'y X _’TT‘_yxz/Tx
Z Z' 0, Z
O, = 0, Oz
: o xX_ Ixx [T 1
Talajmechanikai M) I~ "o
vizsgalatoknal fordul elé. 2 z




FOIRANYOK KOZELITESE

A tiszta huzas, nyomas és tiszta nyiras fesziltsegi
allapota esetén a féiranyok helyzete kbnnyen
megallapithato szemléletbdl, az alakvaltozasok
alapjan. A keletkez6 legnagyobb és legkisebb
megnyulasok iranyaban alakulnak ki a
legnagyobb és legkisebb feszultségek is, vagyis a
fofesziltségek.

Altalanos esetben a fesziltségi allapotot az
el6z6 esetek egymasrahalmozasaval is
vizsgalhatjuk és a f6éiranyok helyzetét is ennek
megfelelben kozelithetjik. Ez a legtobb esetben
egy 45°-0s szogtartomanyra valo leszlkitést
jelent.

x A txz x

Toez| W
E_%ZI

1 foirany

helyzete




GERENDA EGY PONTJANAK FOFESZULTSEGEI

y q g T
A K km. P pontjanak . | R
feszlltségei: e P aP P
A TK
S)I/ ) TZK Tz / <€ ©Y
P __ K
Txz = L. b TZK/ MJ’
Yy M;f
M m = B
O'DI: = —"+Zp 02, 91
I P P
y Tzx Tzx 1.-P p Z
P <= P 01 7@2 p |
77 .o J4 = P y X :x + I xfp X o sz1 _Z(I J
A P pont fofeszultsegei:| ;7| A% —pl Vol . % 5 —
X 4 XZ __%,P 05 O_lp Tz \ \</
218 z zi % 27 71 %
tan2a=ap_0 r—“’f
x !
2 2
of +0 of +0 ) of + 0 oy +0 >
P _ n 4 P P_ _ 4 P
01 = Txz y 02 = Txz
2 \ 2 2 \ 2




GERENDA FOFESZULTSEGEINEK ALAKULASA

e Atartovégeken a nyiréer6nek a maximuma
talalhatd, a nyomateék pedig nulla. Itt a pontok
kdzelitbleg a tiszta nyiras feszlltsegi S ZaN
allapotaban vannak.

* A tartokdzépen a nyomatéknak van maximuma -
és a nyiroerd nulla. Az itt talalhato alsé pontok M
a tiszta huzas feszultségi allapotaban vannak.

L R W W W W wy wy W W w L4
ni,n2
[kN/m])
f e

, L "= Y FE VNI UGUNNN
| s o457 =90

) 394,81 -
il e e Isex Tisata 1 Tiszta
— — e e e e e e e 240,45
e S T e 121327 2 1743 hl:lZEiS
R o T et v S et e . s e —— ._‘_.1480 09 nylrag 2 W
m-USB‘Jl
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TARTOK ALAKVALTOZASANAK ERTELMEZESE

 Aterhek hatasara a szilard testek alakvaltozast szenvednek. A tartok pontjainak
relativ tavolsaga, iranyainak relativ szoge megvaltozik, a pontok eredeti

helyzetikhoz képest is elmozdulnak.

Az egyik alapvetd szilardsagtani kovetelmény a tartészerkezetek megfelel6
merevségének a biztositasa, amellyel teljesitjik a kialakulo alakvaltozasoknak,
elmozdulasoknak a hasznalatot nem akadalyozo mértéken belul tartasat.

F du_dx | o dw] 9]

dx \ = ff’ 'i
dx dx dx
B du B dw dd
&= dx V= dx K dx




SIKBELI ELMOZDULASKOMPONENSEK

 Asikbeli tartok egyes pontjaiban két eltolodas-6sszetevd és egy elfordulas
alakulhat ki, vagyis 6sszesen harom elmozdulas-6sszetevd johet létre.

Az abszolut elmozdulasokat a rogzitett globalis koordinatarendszerben
hatarozzuk meg a pont kiindulasi helyzetéhez képest: €z, €x;, @

* A relativelmozdulasok két pont egymashoz

képesti elmozdulasat adjak meg. A
koordinatarendszert a viszonyitando
ponthoz rogzitjuk. A viszonyitas
megcserélésével az elbjel is megfordul:
ugC; ﬁBC; 19CB
A OBC esetén a B pont elforduldsahoz
viszonyitjuk a C pontét, a 9B esetén a

il

viszonyitas megfordul, a C-hez viszonyitjuk a
B pont elfordulasat.




KIS ELMOZDULASOK ELVE

* A keletkez6 elmozdulasok a tarto befoglalo mereteihez képest legtobb

esetben nagysagrendekkel kisebbek.
e A tartok reakcioit, igénybevételeit az eredeti,

deformalatlan alakjan szamitjuk, az alakvaltozasok
visszahatasat elhanyagoljuk (els6rendl elmélet).
Kivételt képeznek a stabilitasvesztésnek kitett tartok
(pl. nyomott rud), ill. a nagy elmozdulasokat szenvedd
szerkezetek (pl. kotélszerkezetek.)

Az elmozdulasok kicsinysége egyszerdsitéseket tesz
lehetdvé. A kis elmozdulasok elve alapjan

(elhanyagolhato hibaval) linearizalhatjuk az
eltolodas-elfordulas kapcsolatot, érvényes maradhat a

szuperpozicio elve: e,=k—k-cosp=k-(1—cosp) - e, =0
e, =k-sinpg=k-tangp - e, =k-@
EgyszerUsitesek: cosp ~1; tang =sing = @



A MECHANIKAI MUNKA MEGHATAROZASA

A mechanikai munka az er6 és az iranyaba
esO eltolodas szorzata, vagyis az erd és
eltolodas vektorok skalar szorzata.

W=F-e
W = ‘E‘-‘g‘-cosa

* A mechanikai munka megfogalmazhato a
nyomaték és a vele azonos siku, kdzos
pontban mikddo elfordulas szorzataként

is, vagyis a nyomaték és elfordulas
vektorok skalaris szorzataként.

W=M-£
W=‘M‘-‘£‘-cosa

-

!
VAN N

-
'ln.“..‘
Ty

s




KULSO SAJAT MUNKA

* A kulsé munkat a kulsé er6k (nyomatékok) végzik a tartd pontjainak
velik munkakompatibilis elmozdulasain. Jelélése: W

 Ha munkat végzb és az elmozdulast okozo erd (nyomaték) azonos,
akkor sajat munkarol beszélink.

* Az F erb6rendszer altal az F er6rendszer okozta elmozdulasokon végzett

munkat az F er6rendszer kulsé sajat munkajanak hivjuk.
1
ff _
We™ =5 F e

Fl F1

m"w"




KULSO IDEGEN MUNKA

 Akullsé munkat a kuils6 er6k (nyomatékok) végzik a tartd pontjainak
velik munkakompatibilis elmozdulasain. Jel6lése: W,

 Ha munkat végzb és az elmozdulast okozo eré (nyomaték) nem azonos,
akkor idegen munkaraol beszélink.

e A Qerbrendszer altal az F er6rendszer okozta elmozdulasokon végzett
munkat az Q erérendszer kiilsé idegen munkajanak hivjuk.

af _
W™ =0 eqf

e
<«
<«
IS
-~

-
-
hhhhh
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ALAKVALTOZASI (BELSO) SAJAT MUNKA

e Az alakvaltozasi (bels6) munkat a belsd erbk (igénybevételek) végzik a tarto
elemi hosszusagu szakaszain kialakulé velik munkakompatibilis alakvaltozasain.

* Ha munkat végzb és az alakvaltozast
okozo igénybevétel azonos erérendszer
hatasara alakult ki, akkor alakvaltozasi
sajat munkarol beszélink.

Cllujlf ds -

- dwy

Tf . ; ,‘

AR
1 Ny Ty

— S =l

-~ ds | ds ds |

e e e e e e e e

=

A

- -5




ALAKVALTOZASI (BELSO) SAJAT MUNKA MEGHATAROZASA

* Az elemi szakasz fajlagos alakvaltozasai: dup ds L dw;i dﬁ
5 = 22 Wy ddy - i
f=as V= 0 T s N T [

e Az elemiszakasz relatllvv elmozdulasa| < | | * (-A

= . — i E E : _
dur = & - ds - ds | i S
T

de = yf . dS - f p dS | ds | | ds | | ds |
d19f=Kf'dS=E'dS 7 ds 17 ds T ds

* Az elemi szakaszon végzett sajat munka (Az (F) igénybevételelei végzik a munkat
az (F) okozta alakvaltozasokon )

def — Nf Ef dS+ Tf )/f dS+ Mf Kf ds
def—NNd+—TT— d+MMfd
f ga ® figa P45 f S
 Ateljes tarton vegzett aIakvaItozaS| sajat munka
Wl =[aw] =2 [Np-+L-ds+2[T;-—L.p-ds+5[M;-—L-ds



ALAKVALTOZASI (BELSO) IDEGEN MUNKA

e Az alakvaltozasi (bels6) munkat a belsd erbk (igénybevételek) végzik a tarto
elemi hosszusagu szakaszain kialakulé velik munkakompatibilis alakvaltozasain.

 Ha munkat végzb és az alakvaltozast
okozo igénybevétel nem azonos
erOrendszer hatasara alakult ki, akkor
alakvaltozasi idegen munkarol beszélunk.

f |I
F

| | e dweT Ao

Tﬁ ﬂdq

<« | A G

ds ds ds |




ALAKVALTOZASI (BELSO) IDEGEN MUNKA MEGHATAROZASA

Az elemi szakasz fajlagos alakvaltozasai: dup ds | dwi dlg
f = as ' Yr= g ' ¥ ~ as Ngii| q My |/
Az elemi szakasz relatlvNeImozduIasalz < || * C |
— e, . ds = —L. ol
dur = &+ ds = - ds | i A
T
dwf=yf-ds=—f-p-ds 4 ds 4 ds | 4 ds
M B duf B dﬂ B dﬁf
df = Kp - ds = —L . ds T ds T s T ds
E-I

Az elemi szakaszon végzett idegen munka (A (Q) igénybevételelei végzik a

munkat az (F) okozta alakvaltozasokon.):
dWaqf Ny - ef ds + T, yf ds + My - k7 - ds
AW,/ =Ny -=L-ds+ T, —L-p-ds+M,-=L-ds
A teljes tarton végzett alakvaltoza5| |degen munka
wl =fawl =[N, f cds+ [Ty-—Lp-ds+ [ M,

Mf - ds




A SZORZATINTEGRALOK MEGHATAROZASA

A szorzatintegralt grafikusan hajtjuk végre:
vesszik a nemlinearis abra teruletét (fuggvény
alatti teriilet), amelyet szorzunk a linearis
abranak a nemlinearis abra sulypontja alatti
met%zékével.

fa fx) " 9 ax = Apx) * G(xs)
Ha az integralando fliggvények egyike nem
folytonos adott pontnal (ugras, torés), akkor
ott az abrat elvagva, szakaszonként végezzik el
az integralast, majd az eredmeényeket
dsszegezzuk.

e

b
Fa f(x) . g(x)dx — ZAf(xi) " Y (xsi)

e

feo Ar(x)
Se

X
9(x) ]
— Y (xs) X
Af (x1) 22 —Ares
Y .
foof 1 | X
I g(meZ) Yxs) X

b
L fo 98X = Apny t Ixst) T Ar2) * Gxs2) T Ar(x3) * G(xs3)




A TARTOK ELMOZDULASAINAK MEGHATAROZASA
MUNKATETELEKKEL

A munka definicioja elmozdulas-6sszetevOket
tartalmaz, amelyet felhasznalhatunk a tartok
elmozdulasainak meghatarozasara.

Munkatételeket, vagyis munkaval kapcsolatos
torvényszerlségeket fogalmazunk meg egyenletekkel,
amelyekbdl a vizsgalt tarto kérdéses elmozdulasait
kifejezhetjuk.

A terhel6 er6 munkat végez a hatasvonalaban
kialakulo elmozdulason és ezaltal a helyzeti energiaja
megvaltozik. Ez a munkamennyiség (energiavaltozas)
a tarto deformacioiban rugalmas alakvaltozasi
energia-novekményként tarolodik, amely a
tehermentesitéssel visszanyerheto.

IS




SAJAT MUNKAK TETELE

* Az energiamegmaradas alapjan a kulsé sajat munka és az alakvaltozasi sajat
munka egyenlé:

Wff _ Wff
—F —fNNfd+fT d+fMMfd
err =3 Iy S fiea POs f >
* A nyiroer6 okozta deformaciok mindig, a normaler6bdél szarmazo deformaciok

tobbnyire elhanyagolhatdak néhany eset kivételével (pl. egyes keretszerkezetek,
récsos tartok):

Mf
S Frepp =g My oheds Fl

.-1.-'-'_---.----‘.""-!-..-
— ""'ll-
- -~
== -~

err =5 J My 5 Mf @5 A él




SAJAT MUNKAK TETELENEK ALKALMAZASA

 Akérdéses elmozdulas meghatarozasa:

Az igénybevételi abra megrajzolasa
a kezdeti teherbdl (M).
A sajét munkak tételének felirasa:

Mf
- F - eff =—fo - ds

Az elmozdulas klfeJezese az
egyenletb()'l és kiszamitasa:

Mf
eff = — fo dS
_ 1 AMfi'MfSl
S o

_______________
- .
-"" h"\
-""“ =~

My

1’”’& ékkx‘\geff
L; L, L,
4 Mf51 MfSZ
Mf1 S S AMfZ
2L4 L4 [, 2L,
3 % 3 3| 3

* A sajat munkak tétele korlatozottan hasznalhato: abban az esetben, ha a
tartora egyetlen teher hat és az a kérdéses elmozdulassal munkakompatibilis,
vagyis megegyez6 km.-ben mikddik, azonos jellegl és iranyu.




IDEGEN MUNKAK TETELE

Az energiamegmaradas alapjan a kils6 idegen munka és az alakvaltozasi
idegen munka egyenl6:
qu qu
Qeqf—fN Lods+ [T, pds+fM Mf - ds
A nyiroer6 okozta deformaaok mmdlg, 3 normalerobol szarmazo deformaciok
tobbnyire elhanyagolhatoak néhany eset kivételével (pl. egyes keretszerkezetek,

racsos tartok): v
Q-eqr=J M, -—L-ds

E-I
€qr = M q I,\;J; ds lQ e F l
* Ha a hajlitd merevséggel (El) nem gZ= = =
osztunk az alakvaltozasi munka Caf *;;::’gj 5*‘:3.,\
oldalan, akkor az elmozdulds | ™,
nagyitott értékét kapjuk: :

(eqf) = qu Mf - ds



IDEGEN MUNKAK TETELENEK ALKALMAZASA
A kérdéses elmozdulas meghatarozasa:
Az igénybevételi abra megrajzolasa a kezdeti teherbdl (M).

Az elmozdulassal munkat végezni tudo
virtualis dinam felvétele a tartora.
Nagysagat egységnyinek valasztjuk.

A virtualis dinam hatasara kialakuld
nyomatéki abra megrajzolasa (M,).

Az idegen munkak tételének felirasa:

_ bl
Q-eqf—qu-E-dS
Az elmozdulas kifejezése az

egyenletbdl és kiszamitasa:
My
eqf = qu EdS
o AMmfi-Mgsi
le R Z E-]

Apr1
S
M ¥
f 2L, Ly
3 i 3
EMqSI
M,




VIRTUALIS DINAMOK FELVETELE

* A munka osszefluggésének felirasahoz szukseges a kérdéses elmozdulassal
munkakompatibilis dinam megléte. Ezért a tartora az eredeti teher mellett
egy virtualis (altalunk feltételezett, nem valds) dinamot vesziink fel, amely
képes a kiszamolando elmozdulassal munkat végezni. Praktikusan nagysagat
egységnyinek valasztjuk. Minden elmozdulas-6sszetevd szamitasahoz egy uij,
neki megfeleld virtualis dinamot kell felvenniink.

Az elmozdulas-osszetevkhoz feltételezendd virtualis dinamok:

Abszolut elmozdulasok Relativ elmozdulasok esetén
_ esetén Q=1 Q=1
lQ—l ______________________ F| fom N T /2 F Uiz &
""""""" NS ”’l - 1 i - ]\.\\ !’; i \\‘\
e [ ;SN (ujQ ,,,,, { Ky
Q=1 e F‘l( f S s | / D
~~~~~~~~~ . = é“é 5 ! v ,5
ngg FANN \ U { \ !
@ A A A A




FELCSERELHETOSEGI TETEL

A Q erGrendszer altal az F er6rendszer okozta elmozdulasokon vegzett kiilsé
munka megegyezik az F er6rendszer altal a Q er6rendszer okozta
elmozdulasokon végzett kiils6 munkaval:

af _ yfa
W™ = W
Q-eqr = F-erq

A tétel megfogalmazhato a kilsé és az alakvaltozasi munkak egyenl6ségének
segitségével is:

fa _ yraf
Wk = W,



KETTAMASZU TARTO ELMOZDULASAINAK MEGHATAROZASA

A kezdeti nyomatéki abrat az egyszerilbb

7’ V4 V4 oo V4 7 7’ Z
kezelhet6seg érdekében konnyen szamithatd X M q
teriletd és sulypontu részekre bontjuk (terhenként). QL y LIK — g
/7 /7 /7 7 2 1
Az elmozdulasok meghatarozasa munkatétellel:
Q-ec, = [ M. 22 g Mol
yi ! L E.IM L, 2-L 2-q-L5-L; L 1 3
. . .q. 1°L1 2 Mé ' \__F\N___
e - _M ¢ L y — 1 * 2 g c — oo § KQ"Lzl
_ va Mo _ S -
M-L, 12  2-q-L?>L; 11\ 1 ecqd | Lo
Q= —— - —+ L R M |
e M y i | |
— M KZ 0 9 i! ' '
_(LyLy M1 2.q-L%3L; L5\ 1 1 BEYE!
°kz=\"42 "2 ~ “ 382 a8) EI —
* E:| értékkel szorozva az eredményeket, az Mg NI,
elmozdulasok nagyitott értéket kaphatjuk meg.




RACSOS TARTO ELMOZDULASAINAK MEGHATAROZASA

A rudak kizarolagos igénybevétele a
normalerd, amelynek segitségével irhatjuk
fel az idegen munkak tetelet
Q eqf — fN - ds
Az 6sszefligges egyszeru5|thet6, mivel a
ruderdk konstans eloszlasuak a rudakban.

q
Q-e,r = ZS” Sij°Sij
af — Eij-Ajj
sd.sl.s.| S S
.. 0 Y )
1] EU 'Aij Sij SU Sg cl « H
Eij 'Aij
N T,
- S
q
Su SI} SU:
Eij°Aij S |
[
0
SU S:fr 'Sij S - S
1‘852 =
EU 'Aij E : A




TARTOK RUGALMAS VONALANAK MEGHATAROZASA

A elmozdulasok és az igénybevételek kozott matematikai kapcsolat van:

de
F q z(x) _
_ " = ~Pw
Z dx
M abra felil M dbra alul . AP (x) _ My (x)
X T " M : M dbra felil | dx El
M _ofelilrol dombora
\ ) .\fix pont \ dMy(x)
zérushely nincsenek elmozdulésai = — z(x)
jinflexids pont dx
fixpo/:'zt fix pont de(x) .
feltilrdl dombora  alulrél dombord. dx —qz(x)
5 . v __Myw
e Ezalapjan a rugalmas (deformacios) vonal diff.egyenlete: €z2x) = El

A vonal megrajzolasakor figyelembe kell venni, hogy az M abra mindig a huzott
oldalon van, amelynek megfelel6en gorbul a vonal. A megtamasztasok mozgas
lehetbségeire (egyenlet peremfeltételeire) is tekintettel kell lenni abrazolaskor.



16.

Stabilitasvizsgalat:
Nyomott rudak sikbeli kihajlasa

Tartoszerkezetek
mechanikaja Il.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TARTOK STABILITASANAK ERTELMEZESE

* Az egyik alapvetd szilardsagtani kovetelmény a Vol
tartdszerkezetek és azok elemeinek egyensulyi
stabilitasanak biztositasa, amely az eddigi szilardsagi,
merevségi megfeleldsegi vizsgalatoktol fuggetlen.

e Egyes erre érzékeny egyensulyban lévo elemek esetén
azt vizsgaljuk, hogy egy kis zavaro hatas kovetkeztében
milyen viselkedést mutatnak, visszatérnek-e eredeti
egyensulyi alakjukhoz, vagy nem.

e A stabilitasvesztés hirtelen, elGjel nélkuli, katasztrofalis
kovetkezménnyel bird tonkremenetelt okozhat. A
stabilitasvizsgalat ezért kiemelt fontossagu feladat.

* Az egyensulyt és a tarto igénybevételeit masodrendd
elmélet alapjan szamoljuk az eddigiekt6l eltérben,
vagyis a deformaciok igénybevételekre visszahatasat
figyelembe vesszuk.

T




STABILITASI ALLAPOTOK SZEMLELTETESE

A szerkezeteknek stabilitasi szempontbol harom jellemzb egyensulyi allapota van,
amelyeket a homoru-egyenes-domboru fellletekre helyezett, majd ebbdl a

helyzetébdl kimozditott golyo viselkedésével szemléltethetlink.
e Stabilis egyensulyi allapot: a nyugalmi helyzetbdl kissé
kitéritve a golyot, a kitéritd hatas megszlinéséevel visszatér X
eredeti nyugalmi helyzetéhez.

* Indifferens egyensulyi allapot: a nyugalmi helyzetbdl kissé

kitéritve a golyot, a kitéritd hatas megsz(inésével nem tér O
vissza eredeti helyzetébe és nem is tavolodik tovabb
attol, hanem uj helyzetében marad nyugalomban.

* Labilis egyensulyi allapot: a nyugalmi helyzetbdl kissé
kitéritve a golyot, a kitéritd hatas megszlinésevel nem tér
vissza eredeti nyugalmi helyzetéhez, hanem attol egyre
tavolodva elgurul.




SIKBELI KIHAJLAS ERTELMEZESE

* A kihajlas jelensége nyomott elemek, elemrészek esetén fordul el8. Ezen belil
mi a kozpontosan nyomott egyenes tengelyd rudak esetével foglalkozunk, a rud
paramétereit, igénybevételeit és a kihajlas jelenségét kozos sikban vizsgalva.

 Nyomott rudak esetén a terhel6 er6 hatasara a nem o
tokéletes geometriaju rudelem alakvaltozik. A nyomoéeréd }‘_"
eltolodo hatasvonalabdl adoddan (masodrend(d) nyomatéki F\I' 4, \L
igénybevétel alakul ki, amely hatasara a rud tovabb gorbul és e
az tovabb noveli a nyomatékot, ezzel egy végtelen sort i
|étrehozva. Ezt a jelenséget kihajlasnak hivjuk.

* Aterhel6 er6 nagysagatol fuggd végtelen sor hatarertéke ¥
(véges vagy végtelen nagysagu nyomaték-alakvaltozas) T
mutatja meg a kezdeti egyensuly stabilitasi allapotat.

e Célunk a kihajlas vizsgalataval kapcsolatban, a
stabilitasvesztési jelenség kialakulasanak a megakadalyozasa.| 77777




A KIHAJLAS SZEMLELTETESE

Vizsgaljuk meg egy egyenes tengely( vékony acélhuzal huzo- és nyomaoerdvel
szembeni viselkedését, ellenallasat. Az acél huzé- és nyomoszilardsaga azonos.

Az acélhuzal huzasi teherbirasa a kis km.

hajlitd merevsége (El) kozelitbleg nulla.
Megallapithato, hogy huzassal és nyomassal
szemben, azonos tulajdonsagu rudelemek
tonkremeneteli viselkedeése és teherbirasa Fhﬂzésl p”yﬂmésf

oo oo [ ) 77 o0 oo V4 max max
kozott is jelentds kulonbségek lehetnek.

) T 5 Fhﬂzési Fnyomési
ellenére is jelentGs. max max &
A nyomassal szembeni ellenallasa Iényegesen
kisebb, nullanak vehetd. Ennek oka, hogy a ,
kialakulé masodrendd nyomatéknak és a ghizds = gIYomas| | i
deformacionak nem képes ellenallni, mivel a E] ~ 0

hazas __ . nyomas
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NYOMOTT RUDAK EGYENSULYI ALLAPOTAI

Nyomott elemek esetén is harom esetét kulonboztethetjuk meg az egyensuly

stabilitasanak, melynek kapcsan a kezdeti nyugalmi helyzet

szerkezetet, vizsgaljuk viselkedését.

 Stabilis egyensulyi allapot: a kitérité hatas
megsz(inésével visszatér eredeti nyugalmi helyzetéheaz.
A belsb erdk képesek az egyensuly fenntartasara.

* Indifferens egyensulyi allapot: a kitérit6 hatas
megsz(inésével a szerkezet Uj helyzetében marad
nyugalomban. A belsé er6k még éppen képesek az
egyensuly fenntartasara.

 Labilis egyensulyi allapot: a kitéritd hatas
megsz(inésével eredeti nyugalmi helyzetéhez képest
egyre tavolodik, majd tonkremegy. A belsé er6k nem
képesek az egyensuly fenttartasara.

00| kissé kitéritve a

il Stabilis
i egyensulyit all.

~Indifferens
egyensulyt all.

PR ML

. Labilis
' egyensulyi all.

M L




AZ INDIFFERENS ALLAPOT VIZSGALATA

Az egyensulyi allapotot a statikai modszer segitségével

elemezzik, ame
vizsgalatara alka
ehhez az allapot

y csak az indifferens egyensulyi allapot
mas. A terhel6 er6 novelése mellett

noz tartozik az az utolso egyensulyi

helyzet, amely esetén a rudelem kimozdult allapotaban
még nyugalomban marad.

 Azindifferens allapothoz tartozo erét kritikus erének, a
km-i feszultségeket kritikus feszultségnek hivjuk.

Fkrit.

vizsgalunk.

Egy centrikusan nyomott egyenes tengely(, allando km-(,
mindkét végén térbeli csukloval megtamasztott rudelemet
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-
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RUGALMAS KIHAJLAS
AZ EULER-FELE KRITIKUS ERO

nyomatek és a terhel6 er6 egyensulyi egyenlete:
M—-F,.-e=0 —-> M=F,,-e

M

"E1
Fkr'e

I

e

I

E-1
A rud adatait dsszefoglalo konstans:
2 _ Fk‘l"
E-I
A kozpontosan nyomott rugalmas rud kihajlasanak
differencialegyenlete:

e +a%.-e=0

a

Az indifferens allapothoz tartozo deformalt alak egy km.-ében ébredé

A nyomaték és az eltolddas 6sszefluiggése (rugalmas vonal diff. egyenlete):




* A masodrendd homogeén linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa:
e=A-sina-z+B-cosa-z
* Ha z=0; e=0:

e=A:-sina-0+B-:-cosa-0=0 - B=20

* Haz=L; e=0:

e=A-sina-l=0

1.megoldas:
A=0

(A masodik tag kiesik.)

(Szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla.)

Trivialis megoldas, mivel ha a fuggvénygorbe amplitudojaként A nulla
értekd, akkor ez a deformalatlan alak egyensulyat allapitja meg.

2.megoldas:
sina-l=0
a-l=04+n-m n=1;2:3..
a2: Fk?" :O+n2'7T2
E-I [2
U R | A

Fkr

2 > n=1 - F,=

l2

n=1 n=2 n=3

)]
(4

Azn arudhosszba beillesztendo
szinusz félhullamok szama.




AZ INERCIANYOMATEK ES A MEGTAMASZTASI VISZONYOK SZEREPE

 Ha nem egy kituntetett iranyban vizsgalodunk és a megtamasztasok minden
sikban azonosak, akkor a kihajlas sikja a km. legkisebb f6inerciajanak (1,)
tengelyére merdleges sik lesz, ahol a legkisebb az ellenallas.

- FE -1,
FkT: l2 1
* A mindkét végén csuklos megtamasztastol 5

eltérd esetekben is a kritikus eré a deformdlt | + { —+ — e
alakba illeszthet6 szinusz félhullam hosszatol : +
fugg, amelyet kihajlasi (félhulldm) hossznak A ’ Ly
hivunk, |,-ként jeldljuk. - —*

l() =v-l A= mr o mm T
A v a megtamasztasi viszonyoktdl fligg6 v=1 wvx2 v=07 v=05
tényezo.

w?-E- 1
Fk’r: l2 B
0




A RUGALMAS KIHAJLAS KRITIKUS FESZULTSEGE

A kdzpontosan hato kritikus eré egyenletes fesziltségeloszlast okoz a km.-ekben.
A keletkez6 kritikus fesziltség:

F., w*-E-I
O- e ——
T4 2. A
A keresztmetszeti jellemzdbk az inerciasugarral is megfogalmazhatodak:
= |2 25
= |7 2= 1

* A kritikus feszlltség a rud hossz- és keresztiranyu méreteit6l is fugg. Ezek
egyuttes viszonyat a karcsusagi tényezdvel fejezhetjuk ki:
[
A==
L2
e A kritikus feszultség a karcsusag segitsegével:

m?-E-l, mw*-E-i5 m*-E
-4 2 )

Okr=—




A KRITIKUS FESZULTSEG ES A KARCSUSAGI TENYEZO ERTELMEZESE

A szilardsagi feladatoknal a megfelel6séget a kizarélag az anyagmindségtdl
fluggd megengedett fesziltség segitsegével igazoljuk.
A kihajlasi vizsgalatnal a o,, értéke az anyagminGséegen kivil a radelem

geometriai adataitol is fugg.

A rudhossz vagy a km. méreteinek F
megvaltoztatasa, a karcsusag €s a
kritikus feszlltség értékében is
valtozast okoz. A km-i méretek
megfelel6 ndvelése, ill. a radhossz
csokkenése a karcsusag
csokkenését, valamint a kritikus
feszliltség novekedéseéet AU

\\\

F

WX

eredmeényezi. 1 > 2

Okr < Okr

F

W
A

Okr

\\\

AN

> A
< Oy
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KEPLEKENY KIHAIJLAS

* A karcsusag csokkenésével novekvo o,, egy bizonyos erteknél eléri az anyag
folyasi hatarat. Vagyis ennél kisebb karcsusag esetén a rud egyes pontjai
képlékeny allapotba kerilnek, az o, szamitasara nem alkalmazhaté az Euler-
féele rugalmas megoldas.

* A képlékeny kihajlas kritikus feszultségére a Tetmajer-féle linearis fliggvényt
alkalmazzuk:

orr=a—b-A ,aholaésb, két anyagra jellemz6 paraméter.

Azt a A értéket, amelynél kisebb karcsusagok esetén képlékeny, nagyobb
karcsusagok esetén rugalmas kihajlas valésul meg, hatarkarcsusagi tényezének
hivjuk, A,-nak jeldljik.
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A KARCSUSAG ES A KRITIKUS FESZULTSEG OSSZEFUGGESE

* Ha a A,-nal kisebb a vizsgalt rad A

2 vt oo | Okl
karcsusagi tényezdje, akkor zomok rudrol . Tetmajer — egyenes
beszéliink és képlékeny kihajlas fog Lo, =a—b-A
érvényesulni, a kritikus feszultséget a /
\ Euler — hiperbola

Tetmajer-egyenes segitségével szamitjuk. Of |
Opr=a—>b-A
* Haa A, -nal nagyobb a vizsgalt rad A
karcsusagi tényezdje, akkor karcsu rudrol

beszéliink és rugalmas kihajlas fog Ao Y
érvenyesulni, a kritikus feszultseget az Képlékeny Rugalmas
Euler-hiperbola segitségével szamitjuk. kihajlas kihajlas
- E E Jk‘ —
Ofr= > omo arcsu
A rad Gd




MERETEZES ES ELLENORZES KIHAJLASRA

* A kihajlassal kapcsolatos megfelel6ség igazolasat a szilardsagi vizsgalatokhoz
hasonlo relacio teljesstlése alapjan végezhetjik.

Az n biztonségi tén;lez()', értéke 2-3 korul veheto fel.

* Meéretezés soran a karcsusag parameéteresen irhato fel, ezért nem tudjuk
eldonteni, hogy képlékeny vagy rugalmas kihajlas valosul meg. Emiatt az egyik
eset feltételezesével kell élIntink és ebbdl kiindulva a fenti relacio alapjan
hatarozzuk meg a kérdéses geometriai értéket. Ha a kapott eredményt a
karcsusagba visszahelyettesitve, visszaigazolast nyer a kezdeti feltételezésink,
akkor a helyes végeredményt kaptuk meg. Ellenkez6 esetben a szamitast a
masik eset alapjan Ujra el kell végeznink.

* Ellen6rzés soran nincs ismeretlen a relacio felirasakor. A karcsusag értéke
meghatarozhato, a vizsgalat egyszerlien elvégezhet®d.



KIHAJ LASVIZSGALAT ALKALMAZASA

A kérdéses rud km.-ének méretezése soran az elsb lépés a karcsusagi
tényez6 meghatarozasa:

: I . .
lo= 11/ i, = \/% - i, parameteres lesz. W
0 . ,
A =— -alis paraméteres.
Ly a
 Arugalmas vagy a képlékeny allapot feltételezése: <7 km.:
A > Ay (rugalmas) vagy 4 < A, (képlékeny) S
A megfelel6séegirelacio felirasa, ismeretlen kifejezése:
o< Okr.e [ v=1
F mn?-E F _a- b-A
— < vagy — <
2,
A A4:n U A n A
S
* A kapott méretet a A-ba visszahelyettesitve, azt a A,-lal 6sszehasonlitva a
kezdeti feltétel ellenbrzése. Ha nem felel meg, ujra kell szamolni a masikkal.




