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A MECHANIKA JELENTESE

A mechanikai dsszefliggések felhasznalasa széleskord, az égitestek, a foldi
testek és az elemi részecskék mozgasainak leirasara is alkalmas.

A vizsgalat targya lehet szilard, folyadék vagy gaz halmazallapotu.

Merev testek statikajaval fogunk foglalkozni a félév soran.

Miiszaki mechanika
* A fizika mozgasokkal foglalkoz6 terllete.

Kinematika
A mozgasok leirasaval foglalkozik.

)

Dinamika )

A mozgasok kivalté okaval foglalkozik.)

) )
Statika Kinetika
* Nem jon |étre mozgas, nyugalom van.J *

Létrejon mozgé\sJ

Merev testek statikaja
* Nem jon |étre alakvaltozas.

Il

Szilard testek statikaja
Létrejon alakvaltozas.




A MUSZAKI MECHANIKA CELKITUZESE

* A mechanika az épitmények tartoszerkezeteinek tervezéséhez, viselkedésuk
megeértéseéhez kivan nyujtani megfelelé milszaki latasmaddot, és szukseges
alaptudast.

megdrzésevel, az 6ket ért hatasok
kovetkeztében kialakitando egyensuly
fenntartasaval foglalkozik.
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A MECHANIKA MODELLIJEI

* A szerkezetek tulajdonsagait, és a veluk kapcsolatos jelenségeket
bonyolultsaguk miatt nem a valdsagnak megfelel6en vesszik figyelembe, a
vizsgalatokhoz sziikséges modellt hozunk létre.

 (Csak a szamunkra fontos tulajdonsagokat vizsgaljuk, azokat a megfelel6
egyszer(sitések mellett a kell6 pontossaggal figyelembe véve.

Az egyes vizsgalatoknal a figyelembe veendd tulajdonsagok és azok
egyszer(sitésének mértéke valtozhat. -

e Az 6sszefliggéseink alapjat néhany, M
bizonyitas nélkul megfigyelt tény alkotja, | ————
amelyeket alaptorvényeknek neveziink. [~ =

sy s s . ; . Merev test
Ezek segitségevel a vizsgalatainkhoz l l modell
szikséges tételek vezethetbek le, N

Szilard test

modell

amelyekbdl kilonbo6z6 eljarasok,
elméletek hozhatoak létre.

— —]
II------_.._____.._-———_-—.-.--—l'---‘-'.--




ANYAGMODELLEK

Az egyes anyagok viselkedését sokféle tulajdonsagukkal jellemezhetjik. Ezek
kozul a terhelésbdl szarmazo bels6 erd (feszultség) és a hatasara kialakulo, az
iranyaba es6 elmozdulas (alakvaltozas) dsszefuggését vizsgaljuk.

Az er6-elmozdulas diagramokat a

Eré Eré
vizsgalt anyagbdl késziilt ST
probatesten végzett huzoszilardsag | rovisi+ Szerkezeti |  Ontottvas
(szakito) vizsgalattal, valamint acel
nyomoszilardsag (tord) vizsgalattal
hata' rozza'k meg. Elmozdulas Elmozdulas

* A kapott diagramok egyenesekbdl e A

és gdrbékbdl dlinak, amelyek Beton Fa
felhasznalasa ezaltal bonyolult,
egyszerUsitést, modell alkotast Szl Elmozdulas Elmozdulas
i gé nyel : e ] -Tor6 erd




ANYAGI\/IODELLEK
A diagramok idealizalasara, vagyis a gorbék egyszer(bb, linearis kdzelitésére van

szukséglink az anyagi viselkedés konnyebb kezelhetbsége érdekében.
* A merev testek statikajaban a tokéletesen merev anyagmodellt hasznaljuk, ahol
a teher hatasara nem keletkezik alakvaltozas.

Eré Eré Eré
Linearisan Tokéletesen Tokéletesen
rugalmas képlékeny merev
Elmozdulas Elmozdulas Elmozdulas
Eré Eré Eré
Linearisan rug. — Tokéletesen merev — Linearisan rug. —
tokéletesen képl. tokéletesen képl. linearisan keményedo
Elmozdulas Elmozdulas Elmozdulas




SZERKEZETI MODELLEK

A szerkezetek harom iranyu geometriai kiterjedését egyes iranyokban
leegyszerUsithetjuk, elhanyagolhatjuk, ha a vizsgalt hatasok és kovetkezményeik
valtozasa is elhanyagolhato abban az iranyban. Ez az egyszerd(sités altalaban a
harom iranyu méret egymashoz viszonyitott aranyan alapul.

Rudszerkezetek: két mérete lényegesen kisebb a harmadiknal, ezek
elhanyagolhatoak, tengelyvonalaval abrazolhatjuk, terhek egyvaltozosak lesznek.
Felliletszerkezetek (lemez, tarcsa, héj): egy méret Iényegesen kisebb.
Tombszerkezetek: azonos nagysagrend( méretek.




TEHERMODELLEK

A szerkezeteket éré terhek jelentOs része a gravitacio hatasara létrejovd sulyero,
amelyek a test minden pontjaban hatnak, ezért nagysaguk a térfogattal aranyos.
Feladatunk a valos terhek matematikailag kezelheté modelljének felvétele,
amely a szerkezeti modellhez igazitva veszi fel a jellemzben térbeli kiterjedés(
terheket, azokat sikbeli vagy vonalmenti kierjedésdivé alakitva.

Ha a teher a szerkezet méretéhez képest kis felilet mentén adodik at, akkor a
terhet az atadodas egy pontjaba koncentralhatjuk és koncentralt er6rél
beszéllnk.

Terfogaton Feliilet mentén Vonal mentén Koncentralt erd
megoszlo erorendszer megoszlo erorendszer megoszlo erorendszer
(térfogatsuly)
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VISELKEDESI MODELLEK

A szerkezeteknek a terhelésre adott valaszat, vagyis a terhelés alatti viselkedését
is modelleznunk kell, melynek célja az adott vizsgalathoz hozzarendelhetd, a
viselkedést leird szamitas kell6 pontossagu egyszer(sitésének felvetele. A
leglényegesebb feladatunk az alakvaltozasok figyelembevételi médjanak
megallapitasa az egyes feladatoknal.

Merev test modell: tokéletesen merev anyagu testekként vizsgaljuk a
szerkezeteket. Statikaban ezt hasznaljuk, mert itt alakvaltozasokat nem akarunk
szamolni, és azok figyelmen kivul hagyasa nem befolyasolja az eredményeinket.

Valos viselkedés Merev test viselkedése Eré 4

oy —y—

----------

_ ! Tokéletesen

T merev
Létrejon alakvaltozas Nincs alakvaltozas

—
-

Elmozdulas




VISELKEDESI MODELLEK
e Szilard test modell: szilard anyagmodellt hasznalunk, vagyis alakvaltozasra képes

anyagu testeket vizsgalunk. Szilardsagtanban alkalmazzuk, ahol alakvaltozasokat

is akarunk szamitani.

- |. rendd modell: deformalatlan alakon szamolunk, az alakvaltozasok
igénybevételekre visszahatasat elhanyagoljuk (feladatok tobbsége). Az
egymasra halmozas elve érvényes.

- |l. rendld modell: deformalt alakon szamolunk, az
alakvaltozasok visszahatasat linearizalt
geometriai egyszerUsitésekkel figyelembe
vesszuk (pl. stabilitasi feladatok).

- 1ll. rendd modell: deformalt alakon szamolunk,
az alakvaltozasok visszahatasat valos,

egyszerUsités nélkali geometriai Xy
. o0 ’ . » |
osszefuggésekkel figyelembe vessziik (pl. XI1. |

kotélszerkezetek).



AZ ERO FOGALMA

* A testek egymasra hatasanak meértékét er6nek nevezzik.

Az er0 hatasai:
-  Mozgasallapot-valtoztato hatas: a test sebességének, vagy
mozgasiranyanak megvaltoztatasa, akar nyugalmi helyzetébdl kimozditasa.
- Alakvaltoztato hatas: nyugalmi allapotban |évo test alakjanak

megvaltoztatasa.
- Meéretvaltoztato hatas: a test kiindulasi méreteinek megvaltozasa, amely

gyakran az alakvaltozassal egyltt jar.

F ‘u l'"lv ____________ [ gt |
e = s R




AZ ERO ADATAI

Az er6 mindig egy masik test hatasat fejezi ki a vizsgalt testre. Ezt
matematikailag is kezelhetdvé kell tennunk, ezért az er6t egy absztrakcioval

vektorként kezeljuk.

Az erd kotott vektorként nagysagaval, iranyaval
és tamadaspontjaval jellemezhetd. A statikaban
viszont tamadaspont nélkili szabad vektorként
kezelhetjlik, mert az er6 hatasvonalan eltolhato.

F, v |,

értelem
_|_

‘-—-.._,____‘__‘-—

hatasvonal™—__

irany

Erovektor
2

2
F
2

\tadmadaspont

f | Az er6 megadasahoz négy adat szikséges:
CmF - a hatasvonal egy pontjanak két koordinataja,
Y - a vektor nagysaga és hatasvonalanak vizszintessel
Y bezart szoge, vagy a vektor két 6sszeteviije.
| | o Az er6 mértékegysége: N (Newton); 1 N = 1 kg-m/s?




AZ ERO HATASAI

e A statikaban az er6 mozgasallapot-valtoztato hatasaval foglalkozunk, amely a
testet nyugalmi helyzetébdl szandékozik elmozditani. Alak- és méretvaltozas a
merev test modellen nem keletkezik. Az elmozdito szandék eltolasra és
elforditasra iranyulhat.

Az erf koordinata tengelyek iranyaira vizsgalt eltolo hatasa a tengelyekre vett
vetuleteivel egyezik meg:

E
Fx=F-cosa=F-:—F cosa=7 .FX. X
o — 5
E,=F:-sina=F- -— Ssina = — | « T
SF F Fy yF
* Az erd nagysaga és hajlasszoge a vetuletek F Fy |
segitségével: Vi XF X
2 2 |5 — X
|F| = [Fey + F%,; tgx=-—= YF| /SF
| F |




AZ ERO HATASAI

Az erbnek a sik egy pontja koruli elforditdé hatasa megegyezik
az er6nek a pontra szamitott forgatonyomatékaval. F

Az er6 nyomatéka egyenld az erd és az erd pontig mért
tavolsaganak (karjanak) a szorzataval. El6jelét az Ora jarasaval
megegyezO forgatas esetén mindsitjuk pozitivnak.

Az er6 nyomatéka helyettesithetd az 6sszetevdi nyomatékaval.

* Az erét hatasvonalan eltolva, a koordinata tengelyekkel

alkotott metszéspontban felbontva komponenseire, a B ox
nyomaték meghatarozasa soran az egyik er66sszetevl P Fy FYI
kiesik, csak a masik forgat. - ‘F Y Ve
A nyomaték szemléleti elGjelezéssel: A Y
M°=—-F-k=-F-y—F, x Bl 7
, . 77 7 . s 4 7 77 . X
A nyomatek az dsszetevok és a koordinatak elbjeleivel: Y —+
MOZ—F.k:—Fx.y+Fy.x | |
A nyomaték a tengelyeknél felbontott 6sszetevikkel: B
M° =—F-k= —E, - xg = —F -y




A NYOMATEK ES HATASA

A nyomaték is a test mozgasallapotat szandékozik
megvaltoztatni, viszont csak elfordito hatassal
rendelkezik. A nyomaték elforditd hatasa barmely
sikbeli pontra megegyezik a nyomaték értékével (karral
torténd szorzas nélkul), mivel a nyomaték sikban
eltolhato a merev testek statikajaban.

M° =M
Az er6par a nyomatékkal egyenértéekli mennyiség,
csak elfordito hatassal rendelkezik. Er6parnak a két
azonos nagysagu, ellentett iranyu, parhuzamos, de
nem kozos hatasvonalu erbt nevezzik.

M°=—F -x+F «(x+xp)=F - x
Az er6par nyomatéka nem valtozik az erd és a kar
valtozasaval, ha a szorzatuk valtozatlan marad.




EROKKEL KAPCSOLATOS ALAPFOGALMAK

 Erdrendszer: a vizsgalatunk targyat képezb erdk R\ F,
egylutteseét, csoportjat er6rendszernek hivjuk. Fy
 Egyenértéklseég: két er6rendszer egyenérték(, ha

minden hatasukban azonosak.
(Fl,Fz,Fg) = (F4,F5)
Az F, F,, F; erGkbdl allo er6rendszer egyenértékii

az F,, F. er6kbdl allé erGrendszerrel. -
 Egyensuly: ha a testre hato er6rendszer nem idéz el6 Fy i’/
mozgasallapot-valtozast, vagyis ha a test nyugalomban van,
akkor egyensulyrol beszéliink. Az egyensuly kialakitasa
szerkezeteinknél a legalapvet6bb feladat.
 Egyensulyi er6rendszer: ha egy er6rendszer minden hatasaban

zérus, vagyis egy nyugalomban lévo testre mikodtetve, a test megbrzi nyugalmi

allapotat, akkor ezt az er6rendszert egyensulyi er6rendszernek hivjuk:
(Fy, Fp, F3) =0



A STATIKA AXIOMAI

* Azokat az bizonyitas nélkuli alaptorvenyszerlségeket, amelyeket gyakorlati
megfigyelések igazolnak és a tovabbi 6sszefliggések, tételek, eljarasok alapjat

képezik, axiomaknak nevezzik.

 Elsé axioma: két erd akkor és csak akkor van
egyensulyban, ha hatasvonaluk kdzos, értelmuk ellentett,
nagysaguk azonos.

(F;F,) =0 F2

{1 (R Fy) =0

 Masodik axioma: harom er6 akkor és csak akkor van
egyensulyban, ha hatasvonalaik k6zds pontban
metsz8dnek és vektoraikbadl zart, nyilfolytonos
haromszog szerkeszthetd.

(F;; Fp5F3) =0




A STATIKA AXIOMAI

Harmadik axioma: ha egy er6rendszerhez
egy egyensulyi er6rendszert hozzaadunk,

vagy belble egy egyensulyi er6rendszert
elvesziink, az er6rendszer hatasa nem

valtozik.
(Fi; Fp; F3Fy Fs ) =R

(F4_,F5) — O
(Fi; F;F3) =R

Negyedik axioma: két test egymasra hatasakor az
egymasra kifejtett er6k egymas ellentettjei lesznek,
vagyis egy egyenesbe esnek, azonos nagysagualk,
ellentett értelmiek (hatas-ellenhatas torvénye).

= —F,

(Fi; Fp; F35 Fy Fs) = R

F

F3

(F4JF5) =0
(Fi;Fp;F3) =R




AZ ERO ELTOLHATOSAGA

* A merev testek statikajaban az er6k hatasvonaluk mentén eltolhatdak.

 Atestre hato F er6 mellett a harmadik axioma alapjan F
vegyunk fel egy egyensulyi er6rendszert, melynek tagjai
az F er6vel azonos nagysaguak és hatasvonaluk egy
egyenesbe esik vele.

(F; F;)=0 |F| = |F| = |F,]
* AzF ésazF,egyensulyi erGrendszert alkot az els6 axidma

alapjan, ezaltal a harmadik axiomanak megfelel6en
eltavolithatoak.

(F;F,) =0

* A megmaradt F, megegyezik az eredeti F erovel, vagyis a
hatasvonalan eltolt er6t kaptuk eredménydil.

F=F,




2.

Sikbeli erorendszerek helyettesitése,
egyensulya

Tartoszerkezetek
mechanikaja l.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



SIKBELI ERORENDSZEREK HELYETTESITESE

 Ha az erbrendszer erdi kdzos sikban
mUkodnek, akkor sikbeli er6rendszerrol
beszéllnk.

 Ha két er6rendszer minden (eltolo és
elforditd) hatasaban megegyezik, akkor a
két er6rendszer egyenértékd, és
helyettesithet6 egymassal.

(F, Fp, F3) = (Fy, Fs)

 Ha egyetlen erd vagy erbpar egy
erOrendszerrel minden hatasaban
megegyezik, akkor az az er6 vagy er6par az
erOrendszerrel helyettesithetd és az

erO6rendszer ered6jének nevezzuik.
(Fy, F5, F3) =R




EREDO MEGHATAROZASA

* Feladatunk egyetlen olyan dinam meghatarozasa, amely helyettesiti az
er6rendszert eltold és elfordito hatasaban. Az er6t, a nyomatékot és a
zéruserdt kozos néven dinamnak nevezzik.

* \Vetllettétel - eltold hatas helyettesitése: az er6rendszer
koordinatatengelyekkel alkotott er6vetuleteinek 6sszege megegyezik az

eredd ugyanezen tengelyekre vett vetlleteivel.
Vetlleti egyenletek:

?=0Fix = Ry ?=0Fiy =Ry
 Nyomatéktétel - elforditd hatas helyettesitése: az
erOrendszer a sik valamely pontjara meghatarozott
nyomatékainak 6sszege megegyezik az eredd
ugyanezen pontra vett nyomatékaval.
Nyomateéki egyenlet:

n 0 _ 0
i—o My = Mg




KOZOS METSZTESPONTU EROK EREDOIJE

Egyenértékliseg:
(_Fl'_FZ'F3) =R Vektorsokszog
Vetlleti egyenletek: —s
?=0Fix:_F1x+F2x+F3x:Rx X F1 fé
?:O Fiy —_ Fly + Fzy — ng —_ Ry g '
Eredd nagysaga és hajlasszoge: D
R:\/R2 + R?2 tan « =|Ry| £ F.
Y © IRy *
Nyomatéki egyenlet:

n O . O . 7 50 o 7 7 ’7 s

i—oM; = Mp = 0 (AKketvetuleti egyenlet felirasa elegend6 a megoldashoz.)
Az er6rendszer nyomatéka zérus az origora, ezért az ered6 nyomatékanak is
zérust kell adnia az origora szamolva. Tehat az ered6 athalad a kozos

metszésponton. Szerkesztéssel |éptékhelyesen felmérve az er6ket, azoknak az
eredbvel egyltt egy zart, nyilutkozéses vektorsokszoget kell kiadniuk.



PARHUZAMOS EROK EREDOJE

Egyenértéekiség: B
(Fy, Fy, Fs) = R F, l F, |F
Vetlleti egyenletek: l T l X
?=0Fl-y=F1—F2+F3=Ry:R _ﬁkx
Egy, az er6kkel parhuzamosan felirt 2x3 | |
vetuleti egyenlettel el6allithato az eredd Xp |
nagysaga. Vi |
Nyomateki egyenlet: " 0
ln=1MiO:F1°x1_F2'x2+F3'x3:MRO:Ry'XR = XR = l:RO l

y
A nyomatéki egyenlet segitségével az eredd helyét szamithatjuk ki, hiszen csak

az lesz ismeretlen az egyenletben. Tehat két egyenlet felirasa szikséges a
parhuzamos er6k eredéjének meghatarozasahoz.



ERO ES EROPAR EREDOJE

Egyenértékliség:
(F;M) =R
Vetuleti egyenlet:
roFi=F=R

Az eredd nagysaga a megadott erbvel azonos.

Nyomateéki egyenlet:

"n.M°=M=R-k -k=—
Az ered6nek a nyomaték hatasat is helyettesitenie kell.
Ott helyezkedik el, ahol a megadott nyomatékkal

azonos érteket forgat.
A nyomatékot er6parra alakitva, az ered6 az axiomak

M
R

segitségével is meghatarozhato.

(Fy; Fy) =M
(F;Fy) =0

(F;Fy; Fy) =R
Fi, =R




ALTALANOS DINAMRENDSZER EREDOJE

Egyenértékliség:
(Fy; Fp; F3; Fy; My; M) =R
Vetuleti egyenletek:

i=0 Fix = Fix + Fo,, — F4 = R,
?:O Fiy — Fly + Fzy + F3 — Ry

Eredd nagysaga és hajlasszoge:

R :JR2x+R2y tan ap =

Ry |
| Ry|

y

A két vetlleti egyenlet felirasaval az eredd két vetuletét kapjuk
meg, amelyek az er6rendszer tengelyiranyu eltolo hatasait

helyettesitik. A nyomatékok csak elforditd hatassal

rendelkeznek, ezért a vetlileti egyenletekben nem szerepelnek.

Az er6knek és az ereddnek egy zart, nyilitkozéses

vektorsokszoget kell alkotniuk |éptékhelyesen felrajzolva.

Y4




ALTALANOS DINAMRENDSZER EREDOJE
Nyomatéki egyenlet:

?=1Mi0=F1'k1+F2‘k2+F3’k3+F4'k4_M1+M2=R'kR —)kR

Nyomatéki egyenlet az er6k 6sszetevdivel:
0
i=1Mi" =Fiyx1+Fpy-x;—Fpp oy, + F3-x3+Fy - ys —M; + My =R, - xp

— XR

A nyomatekll - N , . F,
egyenlet felirasaval N \’ 1.\1 J,

) ,  ki\m My (3 \ X
az eredd helyét o 1AM “'1\\~lr N E /4 N\
kapjuk meg. (ki az " J \ \2 R yf_y4
eredd tavolsaga az % R , M,
origotdl, x, pedig az M, 4 (_x ) a
eredd x tengellyel (ﬂ ) 1 ! X, |
alkotott metszésp.- ks | o3 _
5z T R |
janak koordinataja.)| y | y |




AZ EREDO ESETEI

Az erOrendszer hatasait az egyes egyenletek segitsegével vesszik szamitasba. Az
egyenletek eredményeinek fliggvényében az eredének tobbféle esete lehetséges:

e Er6 (elt7cl>lé és elforditd hatasu is), ha:
1=0 e 21 és/vagy

* Er6par (csak elfordito hatasu), ha:
?:O Fiy =0
?:0 Fiy =0
M =0

e Zéruserod (eltold és elforditoé hatassal
nem rendelkez6, masnéven egyensuly), ha:
7iﬂt=0 Fixy =0
?:0 Fiy =0
?:1 Mio =0




PONTRA REDUKALAS

Az erOrendszer helyettesitését az
eddigiektdl eltér6en egy megadott pontra
vonatkoztatva kell elvégeznink.

Az erOrendszert vetlleteivel helyettesito, a

ponton keresztil halado er6 viszont a

nyomatéki helyettesitést nem tudja otk
megoldani kar hianyaban, ezért azt egy erre FLL - M,

a célra felvett nyomateék tudja ellatni. Ezért « ) s
a pontra redukalds nem mas mint az ks |
er6rendszer adott ponton atmend erével és| ¥ A=R My=R-kg

erOparral torténd helyettesitése.
Egyenértékliség: (Fy; Fy; F3; Fy; My; My) = (A; My)
Egyenletek: I 'F,., = A
noE } w A= \/Azx +A%y; tana, =
0
i=1 M;~ = My




SIKBELI ERORENDSZEREK EGYENSULYOZASA

* Az egyensulyi erérendszer minden hatasaban zérus értékd, a test amelyre
mukddik nyugalomban marad.

Az egyensuly meglétét szamitassal is igazolhatjuk: :

- Eltold hatas nullértékiségének biztositasa : ha az (Fi; P25 F3) = 0
erOrendszer koordinatatengelyekkel alkotott Fy F,
erOvetuleteinek 6sszege zérussal egyenld.
Vetiileti egyenletek: Y/, Fi,, = 0; XiL 1 F;, =0

- Elfordito hatas nullértéklségének biztositasa: ha az
erOrendszer a sik valamely pontjara meghatarozott
nyomatékainak 6sszege zérussal egyenld. F;

Nyomatéki egyenlet: Y™ M;° = 0
* Az egyensuly biztositasahoz tehat harom fuggetlen egyensulyi (statikai)

egyenlet megoldasa szukséges. A vetuleti egyenletek egyike, vagy mindegyike
kicserélheté6 nyomatéki egyenletekkel bizonyos feltételek mellett.



EGYENSULYOZAS EGY DINAMMAL

Egyes er6rendszerek esetén nektink kell biztositanunk az egyensulyt az

erOrendszerhez hozzaadott dinam segitségével.

Az erGrendszereket helyettesitdé dinam ellentettje lesz az egyensulyozo dinam.
(Fi; Fp; F3; Fys My; M) = R (R;Q) =0 (Fy; Fp; Fas Fy; My; Mp;Q) = 0

Feladatunk egyetlen olyan dinam meghatarozasa, amelyet az er6rendszerhez

hozzatéve, annak hatasa zérus lesz.

A vetlleti egyenlet felirasakor a Q er6 L)
dsszetevlinek iranyat pozitivnak feltételezzuk,

amelyet az eredmény eldjele igazol (+ helyes). \ D
n:OFix‘I'Qx:O — Qy F,
=Fly+Qy:O_)Qy ; M‘) b

A nyomateki egyenlet felirasakor az xq X, |

tavolsag elGjelet feltételezzik. X3 |

0 0




EGYENSULYOZAS ESETEI

Az erGrendszerhez hozzaadott, annak egyensulyat biztosité dinam nem csak erd
lehet:

Erd, ha:
?=0Fix:O = Qx #0
?:OFiy:O —>Qy:/50
n. M°=0 - x9 # 0
Er6par, ha:
i=o Fix =0 2 Qx=0
i—oFiy =0 20y =0
g;lﬂhozz() - My #0
A kiindulasi er6rendszer egyensulyban van
hozzaadott dinam nélkul, ha:
1i1=OFix:O = 0x =0
FoFiy =0 =0, =0
?=1Mi0=0 _)MQZO

és/vagy

\\R

(F1; F3;F3) =R
(F1; F3F5Q0) =0
(R; Q) =0

(Fy; Fy; F3) = My
(F1; Fp; F55M) =0
(MRJMQ) =0

(Fi; FF3) =0
R=0
Q=0




EGYENSULYOZAS SZERKESZTESSEL

Az erGrendszert egyensulyozo erdt szerkesztéssel is
elGallithatjuk:

Az egyensulyozo erd nagysagat az erGrendszer
erdibdl elballitott vektorsokszog segitségével
adhatjuk meg: ha az erGvektorokat egy
valasztott |éptek alapjan nyilfolytonosan
felrajzoljuk, az egyik er6 végpontjabdl inditva
a kovetkezb erd kezdGpontjat, akkor az utolso
erd vegpontjat az els6 erd kezddpontjaval
dsszekotve az egyensulyozo erdt kapjuk meg,
amely a vektorabrat igy zarni fogja.

Az egyensulyozo6 erd helyét a kotélsokszog-
szerkesztéssel kaphatjuk meg (nem tanuljuk).




MEGOSZLO ERORENDSZEREK

* A megoszlo erGrendszerek hatasukat nem egy pontban fejtik ki, hanem

térfogat, feltlet vagy vonal mentén.
e Sikbeli er6rendszerek kapcsan a vonalmenti megosz|l6 er6rendszerekkel

foglalkozunk (legtobbszor jo kozelités a valds esetekben):

a vonalhossz mentén rendel minden

. - 1 A
ponthoz egy intenzitasvektort P Oriririrv o
(f?lytonos IntenZItanl,Jgnge ny) ) Parhuzamos megoszld Meréleges megoszld
* Parhuzamos megoszl6 erérendszer: az erérendszer erérendszer

intenzitasvektorok parhuzamosak
egymassal, csak a nagysaguk valtozik a

vonal mentén.
* Merdbleges megoszlo er6rendszer: az

intenzitasvektorok a vonalra
merdblegesek, a nagysaguk és iranyuk is —
valtozik a vonal mentén.




PARHUZAMOS MEGOSZLO ERORENDSZEREK

A megoszlo er6rendszert szamitasainkban ereddjével helyettesitjuk.

A Ax szakasz ereddje:
AR = q(x) - Ax
A teljes (a-b) szakasz ereddje:
R =Y4AR =Y5q(x) - Ax
Az eredd a felosztas fmomltasaval
R = hm Yo q(x) - Ax = f q(x) - dx
Az eredo nagysaga a teherabra teruletével

egyezik meg.
Az ered6 helyének meghatarozasa a nyomate

—0

y

— )
T ax
/
AR
Y VY Y vV
\ Z
T x Ax

ZbMO l1m2 x-q(x)-Ax f x-q(x)-dx

X —
R™TR llm Ybg(x) - Ax

[7 q(x) - dx

Az eredod helye a teherabra sulypontjaval esik egybe.

i helyettesités alapjan:
Yo MO = llmz x - q(x) - Ax—f X - q(x) dx = R - xp




MEROLEGES MEGOSZLO ERORENDSZEREK

A merbleges megoszlo er6rendszerek mikodeése leginkabb akkor erzékelhetd,
ha nem egyenes vonal mentén fejtik ki hatasukat. Gorbe vonal esetén viszont
a terhet kezelhet6bbé kell alakitanunk a kdnnyebb szamithatosag érdekében.
A teherintenzitast a kiindulasi gorbe vetuleti hosszaira vetitjuk, amely altal két
parhuzamos (fliggdbleges és vizszintes) megoszld er6rendszerre bontjuk a
kezdeti terhet. A kapott er6rendszerek ereddje az eddigiek alapjan
meghatarozhato.

* Alegjellemz6bb ilyen jellegl valos teher a viznyomas és a szélteher.

Meroleges megoszlo teher (viznyomas) gorbe feltileten (zsilipkapu)




MEGOSZLO ERORENDSZEREK EREDOJE

* A megoszlo er6rendszerek ereddje 6sszetett teherintenzitasi abra esetén

meghatarozhato az abra elemi sikidomokra bontott résztertleteinek 6sszegébdl.
* Elemisikidomok eredgje:

L2 2L/3 3L/4 5L/8
—
| XR

« Osszetett teherdbra ereddje: i |
n f—
\I“‘“-- dz
i:l l v v >

MO:zRi°Xi:R'xR —>XR

=
W




MEGOSZLO ERORENDSZEREK VETULETEI

A nem a koordinatatengelyek iranyaba es6 megoszlé er6rendszert ezen
iranyokba szamitasba vehetjik az ered6 6sszetevbkre bontasaval, vagy az
erOrendszer vetlleti intenzitasainak, illetve intenzitasvetileteinek segitségével.

* Az erbrendszer vetileti intenzitasai:
R=gq-s s p
R, =R-cosa=q-s-cosa Ryo) 4 R
Ry =q - x. | Rx } Yz
R, =R-sina=q-s-sina > TR 7
Ry — q | y _\f k4 W v o
Ay, 4x, = 4° sin & qu — ;:R
; Gyl O =0 cOSa f f
Ry o 9 a Ay, | » Az er6rendszer intenzitasvetiiletei:
. . g R,=R-cosa=q-s-cosa
> y : B Ry = Qys '.S |
a Y R, =R-sina=q-s-sina
| z | Ry =qxs S




3.
Sikbeli tartészerkezetek:

egyszeru tartok

Tartoszerkezetek
mechanikaja l.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TARTOSZERKEZETEK MEGHATAROZASA

 Azokat a szerkezeteket, amelyek terhek elviselésére és annak tovabbitasara
alkalmasak, tartoszerkezeteknek nevezzik.
(valaszfal - csak éplletszerkezet, f6fal - tartdszerkezet is.)
 Ha atartd és a ra hato teher egy kdzos sikban helyezkedik el, sikbeli tartokrol
beszélunk. :
e A tartoknak kiulonboz6
kovetelményeknek
(pl. szilardsagi, merevségi, T N
allékonysagi) kell megfelelnitk. Pk %‘ﬁ'ﬁg _’g“m@
* Rudszerkezetekkel foglalkozunk, | nm ‘M,.‘jﬁﬂ',"'.‘%
merev testként modellezve Gket. 'y
Az egy merev testbdl allo
szerkezeteket egyszer(
tartoknak hivjuk.




TARTOSZERKEZETEK KENYSZERE!

A merev testek sikban harom szabadsagi fokkal
rendelkeznek, két egymasra merbleges eltolodast és
egy sikbeli elfordulast szenvedhetnek a rajuk hato
terhek hatasara.

Feladatunk a szerkezetek nyugalomban tartasa, vagyis
elmozdulas-mentességre kényszeritése, amelyet
altalaban erre alkalmazott egyszer(
kapcsoloelemekkel, szerkezeti kialakitasokkal,
masnéven kényszerekkel értink el.

A kényszerek a test egyes pontjainak elmozdulasait
korlatozzak, bennlk pedig a test egyensulyat biztosito
kényszererdk (tamaszerdk, reakcioerdk) keletkeznek,
amelyek a megakadalyozott elmozdulasokkal azonos
jelleglek és iranyuak lesznek.




A KENYSZEREK FOKSZAMA

A kényszerek altal korlatozott elmozdulas-
osszetevlk, és az ezzel megegyez6 szamu
bennik keletkez6 kényszerer6k szamat a

kényszerek fokszamanak nevezzuk.
Els6foku kényszerek: egy kényszererd

felvetelére, és ennek megfeleld jellegl és

iranyu eltolodas megakadalyozasara alkalmas.
Masodfoku kényszerek: két kényszererd

felvételére, és ezeknek megfeleld jellegl és
iranyu eltolodasok megakadalyozasara
alkalmas.

Harmadfoku kényszerek: két kényszerero és
egy kényszernyomaték felvételére, és ezeknek
megfeleld jellegl és iranyu eltolodasok és
elfordulas megakadalyozasara alkalmas.

Gorgos
tamasz
Tamaszto-

rud




A FIX ES RUGALMAS KENYSZEREK

Azokat a kényszereket, amelyekben a
tamaszerdk-tamasznyomatékok
hatasara iranyukban nem keletkezik
elmozdulas, fix megtamasztasu

kényszereknek nevezzuik.
Azokat a kényszereket, amelyekben a

tamaszerdk-tamasznyomatékok
hatasara a nagysagukkal aranyos
elmozdulas keletkezik iranyukban,
rugalmas megtamasztasu
kényszereknek nevezzik. A kialakuld
elmozdulasok a tarto viselkedését
befolyasoljak, nagysaguk a tamasz
rugdmerevségetol fugg.

Fix megtamasztas

O

Rugalmas megtamasztas

Gu——
%ﬁ G —_|




STATIKAI VAZ

* A kényszerekkel megtamasztott, segitségukkel kialakitott tartoszerkezeteket a

statikai vazukkal vesszik figyelembe szamitasainkban.
e A statikai vazat a modellalkotasnal

tanultak figyelembevételével alakitjuk
ki. A vizsgalandé rudszerkezeteinket &
csak tengelyvonalukkal, a kényszereket [ .
pedig sematikus rajzaikkal abrazoljuk a
ra hato terhek megfelel6
tehermodelljével.

A tartd egyensulyat és a terhelésre
adott valaszfliiggvényeit a statikai vaz
alapjan vizsgaljuk egy felvett
koordinatarendszerben.

 Aterhel6 er6ket aktiv, a tamaszerdket
passziv er6knek hivjuk.




A MEGTAMASZTOTTSAG MINOSITESE

MINOSITES ELMOZDULASI LEHETOSEGEK ALAPJAN

A tarté elmozdulasi lehetGségeit vizsgaljuk,

vagyis azt, hogy a tarté barmely terhelési
helyzetben meglrzi-e nyugalmat. A

minositést alta
nélkul végezzi
Merev: tetszo

anosan, a terhek ismerete
< el.
eges teher mellett is

nyugalomban marad a tarto, kialakul

az egyensuly.

Labilis: |étezik legalabb egy olyan teher,

amelyre nem marad nyugalomban a tarto.

Egyes terhelési esetben a labilis tarto is
kertlhet nyugalomba, a rajuk hato erdk
pedig egyensulyba.

Merev

A 2
a 2 @

Labilis

24 &




STATIKAI MINOSITES

A tamaszerdk szamitasi lehetdségeit vizsgaljuk, vagyis azt,
hogy a tarto ismeretlen kapcsolati er6i kiszamithatoak-e a
rendelkezésre allo statikai (egyensulyi) egyenletekkel. A

mindsitést a terhek ismeretében vegezzik el.
Statikailag hatarozott : a kapcsolati erdk

meghatarozasara a statikai egyenletek elégségesek
(ismeretlenek = statikai egyenletek).

Statikailag hatarozatlan: a kapcsolati erék
meghatarozasara a statikai egyenletek nem elégségesek,
felhasznalasukkal nincs egyértelmd megoldas
(ismeretlenek > statikai egyenletek.).

Statikailag tulhatarozott: a kapcsolati erék
meghatarozasara a statikai egyenletekkel nincs
megoldas, nem jon |étre egyensuly

(ismeretlenek < statikai egyenletek).

Statikailag hatarozott
e o
e o

Statikailag hatarozatlan

ZaX o @

= e

Statikailag tulhatarozott

/
2

/
E 3

2>

&




KINEMATIKAI MINOSITES

A tamaszelmozdulasok szamitasi lehet6ségeit vizsgaljuk, vagyis azt, hogy a
tarto ismeretlen kapcsolati mozgasai kiszamithatoak-e a rendelkezésre allo

kinematikai (geometriai) egyenletekkel.
Kinematikailag hatarozott : a tamaszelmozdulasok
meghatarozasara a kinematikai egyenletek
elégségesek (ismeretlenek = kinem. egyenletek).
Kinematikailag hatarozatlan: a tamaszelmozdulasok
meghatarozasara a kinematikai egyenletek nem
elégségesek, felhasznalasukkal nincs egyértelmd
megoldas (ismeretlenek > kinematikai egyenletek).
Kinematikailag tulhatarozott: a tamaszelmozdulasok
meghatarozasara a kinematikai egyenletekkel nincs
megoldas, nem jon |étre geometriai folytonossag.
(ismeretlenek < kinematikai egyenletek).

Kinematikailag hatarozott

/
b R

Kinematikailag hatarozatlan

8 : 2

Kinematikailag talhatarozott

/
A 2 @




EGYSZERU TARTOK TiPUSAI
KETTAMASZU TARTO

 Ha egy merev testet egy els6foku (gorgbs tamasz vagy tamasztorud) és egy
masodfoku kényszerrel (csuklos tamasz) tamasztunk meg, akkor kettamaszu
tartorol beszéllnk.

e Statikai vaz:

P V3V V17

MM B

* Egyensulyi kijelentés:
(Q;A;B) =0




KETTAMASZU TARTO TAMASZEROI

A tartd megtamasztasa merev és statikailag
hatarozott, vagyis a tarto elmozdulasmentes
és a tamaszerdk a statikai egyenletekkel
egyértelmlen meghatarozhatoak.
Egyensulyi kijelentés:
(F;Q;A4;B) =0
Egyensulyi egyenletek:
YM{ =F, -x;4+q-(x;+x) (03 +%)/2=B,-(x1 +x,) =0 —B,
ZFL’Z:_Fz_q°(x1+x2)+Az+Bz:O — A,
A fluggdbleges vetileti egyenlet helyett egy masik nyomateki egyenlettel (A, és B
metszéspontjara) a kiszamolt eredmények felhasznalasat elkerulhetjik.
YMP =—F - x;—q-(xg +x) - (01 +x2)/2 + A, (X +x3) =0 - A4
YF,=—-E +A4,=0 -4,
Az ismeretlen tamaszer6ket mindig pozitiv allasunak feltételezziik, az
eredmények elbjele igazolja a feltételezés helyességét (plusz - helyes).




KETTAMASZU TARTO TAMASZERO!

A tartd megtamasztasa merev és statikailag
hatarozott, vagyis a tarto
elmozdulasmentes és a tamaszerdk a
statikai egyenletekkel egyértelmden
meghatarozhatoak.

Egyensulyi kijelentés:
(Q;4;B) =0
Egyensulyi egyenletek:
> M7 =—q-x-§+B-k=O — B
YF,=—q-x+A,+B,=0 - A,
vagy
SMf=—q-x-+A,-2=0 A,

S
Bf

B

A tamasztorudban mindig rudiranyu eré mdkodik.




BEFOGOTT (KONZOL) TARTO

 Ha egy merev testet egy harmadfoku (befogas) kényszerrel tamasztunk meg,
akkor befogott tartorol beszéliink.

= S AR

e Statikai vaz:

 Egyensulyi kijelentés:
(Q;A;My) =0




BEFOGOTT TARTO TAMASZDINAMAI

 Atartd megtamasztasa merev és
statikailag hatarozott, vagyis a tarto M, Z q F
elmozdulasmentes és a tamaszerdk a \ v v v v v X
- o N
statikai egyenletekkel egyértelmien | A, &
meghatarozhatdak. AZT
* Egyensulyi kijelentés: | X |
(F;0;A;M,) =0 | |

 Egyensulyi egyenletek:
YMA=F,-x+q-x-x/2+M,=0 —> My,
YF,=—E,—q-x+A,=0 —-A,
2FEy=FK+A4,=0 -4,
Az egyenletek figgetlenek, nem hasznalnak fel mar kiszamolt ismeretleneket.
Az egyenletek felirasi sorrendje szabadon valaszthato.




HAROM RUDDAL MEGTAMASZTOTT TARTO

 Ha egy merev testet harom els6foku
(tamasztorud vagy gorgds tamasz)
kényszerrel tamasztunk meg, akkor harom
ruddal megtamasztott tartorol beszélink.
A megtamasztast biztosito rudak nem
lehetnek parhuzamosalk, ill. egy pontban
metszddobek.

e Statikai vaz:

* Egyensulyi kijelentés:




HAROM RUDDAL MEGTAMASZTOTT TARTO TAMASZEROI
A tartd megtamasztasa merev és statikailag hatarozott, vagyis a tarté

elmozdulasmentes és a tamaszerdk a statikai z
egyenletekkel egyértelmien meghatarozhatoak. l” JJ

* Egyensulyi kijelentés: (F;S;S55;S53) =0 T

 Egyensulyi egyenletek - f6ponti (Ritter)-modszer: S Z,
két ismeretlen ruderd metszéspontjara (f6pont) 3 1
irjuk fel a nyomatéki egyenleteket. Ezaltal | Xy X

minden egyegyenlet egyismeretlenes lesz és
fluggetlen az el6z6 eredmeényektdl. A ruderbket
mindig huzottnak feltételezzik, az eredmények
elOjele igazolja a feltételezés helyessegét.
Y M1 = —F - (xy+x)+S5;-k; =0 -5
YM?>=F-a—S, -k, =0 -5,
YM;?=—F-x,—S3:2,=0 — S;




HAROM RUDDAL MEGTAMASZTOTT TARTO TAMASZERO!

Grafoanalitikus megoldas — hasonldsagi modszer: a

terheld er6k ereddjével kozel parhuzamos

egyensulyozo er6 nagysaga meghatarozhato az eredd ,

nagysaganak és a geometriabdl leolvashato

meghatarozott metszékeknek a segitségével

osszeallitott képlettel.

ZR‘S
S=R-
Zl.ZZ
ZF‘S
SZZF'
Zl'Zz

A ruderd elbjele szemléletbdl, a
fépontra vizsgalt nyomatékok forgatasa
segitségéevel allapithato meg.

Z
F X -+
{ s




TAMASZEROK HAROM ERO EGYENSULYAVAL

* Ha atartora hato aktiv es passziv er6k szama NA B 1
harom, akkor a tamaszer6k a masodik 4

axioma alapjan grafoanalitikus eszkozokkel is ke ka
meghatarozhatoak. c
A S S 1
== - > A = < F
Focb_ . c-b n
a a ¢
B S S
— = 5 - B — B . F
F c+b 1 c+'b n
a a &
A tamaszer6k egyensulyi egyenletekkel

is elGallithatdak.
YMf=F-a—B-kg=0 - B

YMf=—-F-b+A-k,=0 - A




4.
Sikbeli tartészerkezetek:

O0sszetett tartok

Tartoszerkezetek
mechanikaja l.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



OSSZETETT TARTOK MEGHATAROZASA

 Ha tobb merev testet megfeleld belsé kényszerekkel egymashoz, valamint
kiilsé kényszerekkel a talajhoz rogzitlink, akkor a kialakitott tartoszerkezetet

Osszetett tartonak nevezzuk.
e A tartok tobb elembdl torténd osszeadllitasa sok esetben a méretbeli korlatok

lektGzdésére iranyul a tarto statikai hatarozottsagat fenntartva.
e A tartd nyugalmi allapotat a klilsé és belsé kényszerek, egyensulyat a kialakulo

kiilsé és belsé kényszererdk egyltt biztositjak.




OSSZETETT TARTOK KULSO ES BELSO KENYSZEREI

 Tobb merev test nem csak eredeti helyzetéhez képest,
hanem egymashoz képest is elmozdulhat. Ennek az
elmozdulasnak is harom szabadsagi foka van, két egymasra
merdleges eltolodas és egy sikbeli elfordulas johet létre.
 Ezeknek az (relativ) elmozdulasoknak a kialakulasat belsé
kényszerekkel korlatozhatjuk. A belsé kényszerekben is a
kuls6kho6z hasonldoan a megakadalyozott mozgasnak
megfeleld kenyszererdk keletkeznek, amelyek az egyes
elemek egyensulyanak biztositasaban vesznek részt.
* Feladatunk tovabbra is a teljes szerkezet nyugalmanak
viztositasa. Az ehhez sziikséges kuilsé kényszerek
<ialakitasanal az egyszer( tartokhoz képest figyelembe
kell venni az alkalmazott belsé kényszereket és az altaluk
corlatozott mozgasok szamat is.




A BELSO KENYSZEREK FOKSZAMA

* A bels6 kényszerek altal korlatozott testek kozotti relativ elmozdulas-
osszetevlk, és az ezzel megegyezd szamu bennuk keletkez6 belsé kényszererdk
szamat a bels6 kényszerek fokszamanak nevezzuk.

* Els6foku kényszer - kapcsolorud: egy rudiranyu kényszererd felvételére, és
ennek megfelel6 iranyu eltolodas megakadalyozasara alkalmas. Akkor mikodik
rudként egy elem, amelyben csak tengelyiranyu erd
ébred, ha egyenes tengelyvonald, végein csukloval E/QQ
kapcsoldodik mas elemekhez és terheletlen (erék csak a

csuklokon addédnak at). Szamitas soran tehat a
kapcsolorud egy ismeretlent jelent.

p— 7 ¥
‘/{’ ) 4 // \'
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A BELSO KENYSZEREK FOKSZAMA

 Masodfoku kényszer — egyszer( csuklo: két test
osszekapcsolasa révén alakithatjuk ki, amely egy két m
Osszetevovel rend,elke,z()' k,enysze,re,r(i fereteIer,e, €s 3 !<et <>
test kozotti mindkét iranyu eltolodas megakadalyozasara EE') ¢ C m

alkalmas. Az egyszeri csuklora tehat két er6, egy két F;

0sszetevdjl erod és annak ellentettje hat (két eré
egyensulya).
* Tobbszords csukld: ha a csukléra kiilsé eré mikodik, vagy | Ci Y Cu
kettonél tobb testet kapcsol 0ssze, akkor ketténél tobb
erQ is hat ra és azok egyensulya érvényesul.




A BELSOLEG MEREV KAPCSOLAT

Ha tetsz6leges teher hatasara az 6sszekapcsolt testek k6zott nem jon létre

semmilyen elmozdulas, akkor a belsé

kapcsolatot merevnek mindsitjuk.
A belsé merevség kialakitasahoz minimalisan

harom nem parhuzamos és nem egy pontban
metsz6do6 kapcsolati erd sziikséges.

Az ennek megfelel6 harom kapcsolati eré
alkalmazasa esetén a belsé kapcsolat statikailag
és kinematikailag is hatarozott lesz. Ennél tobb
kapcsolati er6 esetén a kapcsolat mindsitése
statikailag hatarozatlan, kinematikailag pedig
tulhatarozott, vagyis a lehetséges elmozdulasok
kialakulasat a minimalisan sziikségesnél tobb
erdvel akadalyoztuk meg.

BelsOleg merev és

statikailag hatarozott
2. foki

; :[1 foki f E

BelsOleg merev és

statikailag hatarozatlan
2. foku

; :Z1 foku f \
1. fok




A BELSOLEG LABILIS KAPCSOLAT

Ha létezik olyan teher, amelynek hatasara az
osszekapcsolt testek kdzott 1étrejon elmozdulas,
akkor a bels6 kapcsolatot labilisnak mindsitjuk.

A belsbleg labilis kialakitas esetén haromnal
kevesebb kényszererdvel jott |étre a kapcsolat,
vagy legalabb harom erdvel lett |étrehozva, de
azok nem akadalyozzak meg valamennyi
elmozdulas kialakulasat (parhuzamosak vagy egy
pontban metsz6ddek).

Merevségi hianynak (r) hivjuk azon sziikséges
hianyzo kapcsolati er6k szamat, amely a belséleg
labilis kialakitas bels6leg merevvé valtoztatasahoz
szikséges. Tehat a merev kapcsolathoz sziikséges
harom kényszerer6h6z képesti eltérést adja meg.

Belsotleg labilis
1. foki 2. foku

A

Merevsegi hiany:r =3 —2 =1
1. fokn

)\

Merevségi hiany:r =3 —1 = 2

)

Merevségi hiany:r =3 —0 =3




A KULSO KENYSZEREK KIALAKITASA

 AKkulsé kényszerek kialakitasakor a bels6 merevségi hianyt figyelembe kell venni.
 AKkulsé kényszerek 0sszfokszamat az statikailag hatarozott és merev kialakitashoz
eddigi szikséges haromhoz képest a bels6 merevségi hiany értékével

megnoveljik. Tehat a bels6 merevséghez hianyzo kapcsolati er6ket kivilrdl
kompenzaljuk, ezaltal

nemcsak a bels6leg merey,
nanem a labilis
kialakitasbol is

étrehozhato egészében f=34+0=3 f=3+1=4
merev és statikailag

hatarozott tartd. A tartova
alakitas minimalis
kényszerfokszama:




A KULSO KENYSZEREK KIALAKITASA

A kilsb kényszerek vonatkozasaban a megkapott
szukséges fokszamukon tul biztositani kell olyan
elhelyezésiket is a teljes tartd merevségének
igazolasahoz, amellyel a tartd valamennyi
elmozdulasat egyszeresen korlatozzak. A helytelen

elrendezés( kényszerek a tartod labilitasat okozzak.
 Belsbleg labilis kialakitas esetén a belsd
kényszererGk metszéspontja korul forgaspont (P,)
jon létre a két test kozott. Az egyes testeket
kiils6leg megtamaszto kényszerekben ébredd erdk
metszéspontjai korul is forgaspontok (P;P,)
alakulnak ki az adott testek vonatkozasaban. A

harom forgaspont nem eshet egy egyenesbe, mert Z L mz

a tarto labilis lesz.




A STATIKAI HATAROZOTTSAG ES MEREVSEG VIZSGALATA

A statikai hatarozottsag sziikséges feltétele: i = ¢, i P
ahol ,,i” az ismeretlen kapcsolati erék, , e” a felirhato Q -
statikai egyenletek szama. pl\ CD/D

Ezen kivul a szerkezetnek merevnek kell lennie, ami az

egyenletek fluggetlenségét és ellentmondasmentességét I
eredményezi. 4

Kalonitsunk el és vizsgaljunk minden olyan
tartorészt, amelyre haromnal tobb erd hat:
I.(F;;D,;D,;S; A A, My) =0—> e =3
I1.(D,;D,;S"; C1y; Cr1z) =0 — e =3
M. (F3; B; Cp1x; Cippz) = 0 —e=3
C. (F2; Ciixs Crizs Chyixs Cippz) =0 > e = 2
Osszes ismeretlen: i =11

- } > i=e
Osszes egyenlet: e =11

FZ /
CHIx
C1—PRE
IIx

! I
CHZ CIHZ




BELSOLEG LABILIS TARTO KENYSZEREROI

A tartd megtamasztasa bels6leg labilis (r=1),
egészében merev és statikailag hatarozott.
* Egyensulyi kijelentések:
E(F; Fy Ay Ay By B,) =0

I1.(F,;B,;B,;51;S,) =0

 Egyensulyi egyenletek:
E:YM# =0 - B,
E:YM? =0 - A,
[.:YM{ =0 - A,
I[.: > F,=0 -85,
I.: > F,=0 -5
E: ZF =0 - B,

PN

1

-
-
-

51

AV
]

f=3+1




BELSOLEG LABILIS TARTO KENYSZEREROI

e A tartdo megtamasztasa belséleg labilis (r=2),

egészében merev és statikailag hatarozott.
* Egyensulyi kijelentések:
E(F; F5 Ay Ay My By B,) =0
I.(F;; A A, My 85,) =0
I1.(F,;B,;B,;S{) =0
* Egyensulyi egyenletek:
II.:YMP =0 - 5]
I1.: > F,=0 - B,
I1.: >)F,=0 - B,
[: XM =0 5 M,
I.: 2 F,=0 — A,
I.: > F,=0 - A,




BELSOLEG MEREV TARTO KENYSZEREROI

A tartdo megtamasztasa belséleg merev, egészében is merev és statikailag

hatarozott. A belsé és a kils6 kapcsolat is
kéttamaszu (1 els6 és 1 masodfoku kényszer).
* Egyensulyi kijelentések:
E(F; Fy A A B) =0
[.(F;A,;A,;Cy; C3S) =0
I1.(F,;B;Cy;C,;S') =0
 Egyensulyi egyenletek:
E:YM#=0 —-B
E:Y>F,=0 - A,
E:YF,=0 - A4,
[:YM =0 >S5
I.: 2> F, =0 - C,
I[.: >F,=0 —C,




BELSOLEG MEREV TARTO KENYSZEREROI

A tartdo megtamasztasa belséleg merev, egészében is merev és statikailag

hatarozott. Az erdvel terhelt (tobbszoros)
csuklo egyensulyat kilon vizsgaljuk.
* Egyensulyi kijelentések:
E(F; Fy; FyA,,A,;B) =0
I[.(F; Ax; Az Cry; Cpz3 S) = 0
I1.(F; B; Cyix; Cpiz; ') = 0
C (F3; Cpx; Crzs Crpne; Crpz) = 0
* Egyensulyi egyenletek:
E:YM#=0 - B
E:YF,=0 — Ay
E:»F,=0 — A4,
L:YM‘=0-S
IZle=O _)Clx II-:ZFix:O_)CIIx
I.: > F,=0 =>C, II.:YF,=0-Cyp,




BELSOLEG MEREV TARTO KENYSZEREROI

A tartd megtamasztasa bels6leg merev, egészében is merev és statikailag
hatarozott. A belsé kapcsolat harom rudas (3 els6foku kényszer), a kulsé

kapcsolat kéttamaszu.
Egyensulyi kijelentések:
E(F; Fy; A A B) =0
I.(F;A,;A,;51;5,;53) =0
I1.(F,;B;5{;55;S3) =0
Egyensulyi egyenletek:
E:YyM# =0 - B
E: Zle =0 - Ax
E:F,=0 — A,
121\4?1 = O_)S]_
IZMLOZ — 0_)52
[:YM® =0- S;




OSSZETETT TARTO KENYSZEREROI SZERKESZTESSEL

Az egyes egyensulyi kijelentésekben szerepld er6knek zart nyilfolytonos

vektorabrat kell szolgaltatnia.
FE(F;4;B) =0
I.(F;4;5;C)=0 II.(B;S;C") =0
* Amely egyensulyi kijelentésben harom er6
szerepel, ott érvényesithetd a harom erd
egyensulyara vonatkozo (Il.) axioma. Ennek
megfelel6en a harom erd hatasvonalanak kdzos

metszésponton kell athaladnia, majd a vektoraikbol

nyilfolytonos zart haromszog szerkeszthetd. Vektoribra
Az egyes er6k hatasvonala el6re nem ismert (pl. — 5

,A” tamaszerd), de a kozos metszéspont feltétel >

teljesitése miatt igy meghatarozhatova valik. B

Valamennyi kérdéses er6 nagysaga a vektorabra C’ Fri

segitségével leolvashato.




5.
Sikbeli tartészerkezetek:

haromcsuklés tarto, Gerber-tarté

Tartoszerkezetek
mechanikaja l.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



HAROMCSUKLOS TARTOK MEGHATAROZASA

Ha két merev testet egymashoz egy csukloval, valamint a talajhoz két csukloval
rogzitunk, akkor a kialakitott tartoszerkezetet haromcsuklos tartonak

nevezzuk.
A haromcsuklos tarto egy 6sszetett tarto. Altalaban csarnokszerkezeteknél és

hidaknal alkalmazzak. Kinematikai terhekre (pl. h6mérséklet-valtozas) nem

érzekeny, egyszerlden alapozhato, konnyen szallithato.
* Alakjuk alapjan beszélhetlink haromcsuklos keretrdl és haromcsuklos ivrél.




HAROMCSUKLOS TARTOK KIALAKITASA

Két merev test egy csukloval torténd dsszekotése
belsbleg labilis kapcsolatot eredményez, ahol a
merevsegi hiany egy lesz. A csukld a két test
kozotti eltolodasokat megakadalyozza, de a
relativ elfordulasukat nem.

f=3+1=4

A merevségi hianyt (r=1) kivulrél kompenzaljuk a
kils6 megtamasztasok 6sszfokszamat a merevségi hiany
értékével novelve (f=4). Az ennek alapjan alkalmazott két
csuklos tamasz egy egészében merev és statikailag
hatarozott tartot hoz létre.

A merev kialakitashoz még sziikséges a harom csuklora
vonatkozo6 azon feltételt is biztositani, mely szerint azok
nem eshetnek egy egyenesbe, mert abban az esetben
labilissa valik a tarto.

Labilis kialakitas

PaN

7

- PaX

¢




HAROMCSUKLOS TARTOK KENYSZEREROI
A TAMASZOK ELTERO MAGASSAGA ESETEN

felirni, csak egyenletrendszer felirasaval kezdhetjik a megoldast.

e Egyensulyi kijelentések:
E(F; Fy Ay Ay By B,) =0
I.(F;;A,;A,;Cy;C,) =0
I1.(F,;B,;B,;C,;C;)) =0

 Egyensulyi egyenletek:
E:YM? =0
[.: XYM =0
[.: 2> F, =0 — C,
l.:>F,=0 —C,
E:>F,=0 - B,
E:>F,=0 — B,

} - A,; A, (egyenletrendszerbol)

Eltéré tamaszmagassagu tarto esetén nem tudunk egyismeretlenes egyenletet

F
F, 2
\| c
I. I1.
AA
BA
F, C, ¢C£ FZ\Z
—>
\{| CZ‘I‘ C.
Lo
Al 4 -
B, B,




A TAMASZOK AZONOS MAGASSAGA ESETEN

e Azonos tamaszmagassagu tarto esetén a kétismeretlenes egyenletekbdl allo
egyenletrendszer egyismeretlenes egyenletekkeé esik szét.

* Egyensulyi kijelentések:

F
E(F; Fy; A, A, B, B,) =0 il& 5 z\l
I.(F; A AL Cy; C,) =0 ¢
I1.(F3; By; Bz Gy C;) = 0 I. 1.
 Egyensulyi egyenletek: valamennyi ismeretlen AA B A

egyismeretlenes egyenletbdl meghatarozhato.
E:YM? =0- A4, ,
[.:YMf =0 — Ay Fy Cg (J'ZFZ\Z
[.: Y F, =0 - C, N e Cx
[.:>F,=0 —C,
E:2F, =0 =B, < —>
E:YF,_ =0 —B, A/l Ax By "1,




EROVEL TERHELT CSUKLO ESETEN

Ha a csuklon terhel6 er6 mikodik, akkor a csuklé egyensulyat kulon
vizsgaljuk. Nem két, hanem harom er6 egyensulya érvényesil, a két testrol
atadodo er6 nem egymas ellentettje lesz.

Egyensulyi kijelentések: | - ng JF:
E(Fy; F3; F35 Ay; Az By; Bz) = 0 Y —
I.(F1;Ax; Az Cry; Cpz) = 0
I1.(F,; By; B,; Cyyy; Crp,) = 0 L. I1.
/ / / / . AA B A
C.(F3; Cry; C12Chix; Crpz) = 0
Egyensulyi egyenletek:
E: Z MP =0- AZ F Crz Crr Y Cliy Cirz ¢F2
E:ZFl;:O_)BZ \1' %')Cr C! (jx
[..YMf =04, II.:YyM{ =0~ By 7
IzleZO _)Clx I1.: 2 _O _)CIIX (E B—)
I.:ZFL-Z=O _)CZI II.: Z —O _)CIIZ Az x xTBz




A SZIMMETRIATULAJDONAGOK ES A KENYSZEREROK

A tarto szimmetriatulajdonsagai és a velluk
kapcsolatos megallapitasok felismerése és
alkalmazasa a kényszerer6k meghatarozasat

leegyszer(sitheti.
Ha a tarto geometriaja, valamint megtamasztasa

szimmetrikus, és ezenkivul a terhelés is
szimmetrikus, akkor a kllso és belsé

kényszererdk is szimmetrikusan alakulnak.
Ha a tarté geometriaja, valamint megtamasztasa

szimmetrikus, és ezenkivul a terhelés ferdén
szimmetrikus, akkor a kils6 és bels6

kényszererok is ferdén szimmetrikusan alakulnak.
A szimmetriaval kapcsolatos dsszefuggések

nemcsak a haromcsuklos tartonal, hanem
valamennyi tartotipusnal alkalmazhatdak.

Szimmetrikus teher
Csukloerck csaki vizszintesek lehetnek

il

E(F;F;A;B) =0
I1.(F;4;,C)=0 II.(F;B;C")=0

Ferdén szimmetrikus teher
Csukloerdk csaklﬁlggélegesek lehetnek




KENYSZEREROK HAROM ERO EGYENSULYAVAL

Egyszerlbb terhelési esetekben a harom er6 egyensulyan alapuld
grafoanalitikus megoldas segitségével konnyen meghatarozhatjuk a

kényszererdk iranyat és akar nagysagat is.

A terheletlen tartdrészen (I1.) a belsé és a kulsé
csukloero tart egyensulyt, vagyis két er6
egyensulya érvényesul, amely alapjan az erék a két
csuklot 6sszekotd hatasvonalban mikodnek.
Ezutan érvényesithetjlk a tarto egészeére
vonatkozo harom erd egyensulyat. A kdzos
metszéspont és a zart, nyilfolytonos haromszog
segitségével, szamitas utjan (aranyparokkal) a
kényszerer6k nagysagat meghatarozhatjuk:

S S
B=F.—2 A=F.—%

a+b a+b

F

> s

L., 1k

A, 1

ey b g
E(F;4;B)=0
[.(F;A4,C)=0 » o
II.(B;C'y=0 4 B

F




GERBER-TARTOK MEGHATAROZASA

Ha kettd vagy tobb merev testet egymashoz csukloval, valamint a talajhoz a
megfelel6 kényszerekkel rogzitliink, akkor a kialakitott tartoszerkezetet Gerber-
tartonak, vagy csuklos tobbtamaszu tartonak nevezzik.

A Gerber-tartdo mindig statikailag hatarozott és merev megtamasztasu osszetett
tarto. Mikodési rendszeréb6l adodoan barmennyi test 6sszekapcsolasara
alkalmas, nagy fesztavok athidalasat teszi lehetdve statikailag hatarozott modon.
Alkalmazasa akkor indokolt, ha a statikai hatarozottsag fenntartasa szamitasi

vagy szerkezeti szempontok miatt szukséges.




GERBER-TARTOK KIALAKITASA

* Csukloval 6sszekapcsolt két merev test belsbleg labilis \ J
kapcsolatot hoz létre. A kialakuld belsé merevségi | ———— o= r=1
hianyt klilsé merevségi tobblettel kompenzaljuk, \ Y P
vagyis az kulsé kényszerek 6sszfokszamat ezzel az A AN
értékkel ndveljiik a statikailag hatarozott \ V)
kialakitashoz. A kialakult tarténak merevnek is kell s 2 [e

forész befiiggesztett rész
lennie, amelyet szemléletbdl ellendrzink. (dllékony)  (nem allékony)
 Aketrész kozil az egyik 6nmagaban is allekony,

\ Y .\

ezt férésznek nevezzik. 7T P8 O )N\

e A masik részt, amely bnmagaban nem allékony, .
beflggesztett résznek hivjuk. Egyensulya a férész| | o
megtamasztd hatdsaval biztositott. Joresz beflggesstettresz

fﬁ:rész befiiggesfztett Tész

A befliggesztett rész — fGrész viszony, vagyis a megtamasztott — megtamaszto
szerepkor mindig elemparonként (kapcsolatonként) vizsgalando.



GERBER-TARTOK KENYSZEREROI

A tartorészek befliggesztett rész — fOrész kapcsolatokba sorolasa megadja a
tarto tamaszkodasi hierarchiajat és egyuttal a kapcsolati er6k szamitasi

sorrendjét.

A szamitast mindig a befliggesztett rész vizsgalataval kezdjtk, tobb részbdl allo

tarto esetén pedig azzal a résszel,
amelyre egyetlen masik rész sem
tamaszkodik. Ezen részeken van a
felirhato egyenleteknek megfelel6 szamu

ismeretlen.
A befliggesztett részen kapott, a f6rész

megtamaszto jellegébdbl adodo
csukloerdt a férész vizsgalatakor
ellentettjeként, a befluggesztett részrol
adodo terhel6 er6ként vesszik
figyelembe.

Y\ ¥ N\
LA BAC NDE LNGH 2N
Hm X
Hz\ %}
/:*’\ B;x Ex)“n ¢ HE{T %;
RN RN X
A s, AE, G%




KENYSZEREROK KET TESTBOL ALLO TARTO ESETEN
 Mindkét tartorész kapcsolatai a kéttamaszu tartoénak felelnek meg. A szamitast
csak a Il. részrdl tudjuk kezdeni, ott van az egyenleteknek megfelel6 szamu

harom darab ismeretlen.
* Egyensulyi kijelentések:

E(Fj;Fy A A B;D)=0 — 4ism. By 1. oyt
I.(F1;Ayx; Az B; Cy; C;) =0 — 5 ism. A  BX C D
II.(F5;C,;C,; D) =0 — 3 ism.

 Egyensulyi egyenletek:
II.:YMf =0 - D
I1.: ) F,,, =0 - C,
I1.: 2. F;,, =0 - (,
I.: ZMl-A =0 5B
I.: > F,=0 — A,
[.: > F,=0 - A,




KENYSZEREROK TOBB TESTBOL ALLO TARTO ESETEN
A szamitast csak a lll. részrdl tudjuk kezdeni, ott van az egyenleteknek megfelelo

szamu harom ismeretlen. Az E csuklo csak fluggbleges erdt kozvetit a IV. részre.
* Egyensulyi kijelentések:
E(F;;Fy Ay A M CiGH)Y =0 1.(F Ay A My By By) =0
I1.(B,;B,;C;D.;D.) =0 III.(Fy; Dy; D, E) =0

IV.(E":G:H) =0 Fy F,

. Egyengalyi egye)nletek: §AI' X %I‘:ég%flii Z éz Z2\H
IH.:YyM? =0—>E o E
III.:YF,, =0 — Dy 5
I1.:YF;,,=0 - D, % I ¥
I1.:YMF =0 - C IV.:ZMf:O — H B, Dz F
I1.:3F,, =0 =B, IV.:YF,_=0 -G

: —>? <
LX KRN D,
IIZFLZ:O _)BZ B, C G %H

[..YF,, =0 - A, (—x§ \TEE

IZFLZ:O _)AZ My A,




MEGOSZLO TEHER ES CSUKLOT TERHELO KONCENTRALT ERO

A megoszIlo terhet, ha athalad a belsé csuklo
felett, az egyes tartorészeken kulon-kilon
vesszuk figyelembe a csuklonal torténd
kettévalasztassal. Az eredbiket az igy kapott
egyes szakaszokon allitjuk eld.

Ha egy csuklot koncentralt er6 terhel, akkor
az eddigiek alapjan a csuklo egyensulyat
kilon kell vizsgalni. Gerber — tartona
egyszerUsitésként a csuklot és a rajta mikodo
erOt a férészhez csatolhatjuk, vagyis ezt az
erot csak a férész egyensulyaban
résztvevOnek mindsithetjik. Természetesen
szikség esetén a csuklo egyensulya kilon is
vizsgalhato.

F (
_%l'. } l|
CV ;. AD




FUGGOLEGES ES VIZSZINTES TERHEK KULONVALASZTASA

Lehetséges olyan megtamasztasa a Gerber-tartonak, amely esetén a

fuggbleges és vizszintes erdkkel
kapcsolatos tamaszkodasi hierarchia
nem azonos, az er6atadodas iranya
nem egyezik meg, vagyis a tartorészek
férész-befliggesztett rész viszonya eltér
egymastol.

Ebben az esetben a fliggbleges és
vizszintes er6k egyensulyat egymastol
kilén tudjuk csak vizsgalni.

Ha a tarto egyetlen elemén sem
talalunk az egyenletekkel megegyez6
szamu ismeretlent, akkor altalaban
err6l az esetrdl van szo.

Fl\

H.¢F2
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ITHHE

B € DR
PE&*,

bef.rész — T

A AD,
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I.rész: 4 ism. - 3 egy.
I.(F;A4;B;C)=0

II.rész: 4 ism.— 3 egy
I1.(F5;C;D) =0
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GERBER RENDSZERU TARTOK

* Azokat a tartokat sorolhatjuk ide, amelyek nem vizszintes tengely( gerenda
elemekbdl éplilnek fel, tehat Gerber-tartonak nem nevezhetbek, de
muikodési rendszerik tekintetében viszont megegyeznek vele.
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6.
Sikbeli tartészerkezetek:

racsostartok

Tartoszerkezetek
mechanikaja l.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



RACSOSTARTOK MEGHATAROZASA
Ha egyenes tengely( rud elemeket csukloval a radvégeiken egymashoz
kapcsolunk, ugy hogy azok merev rddharomszogek sorozatat hozzak |étre és
az igy kialakulo testet kilsé kényszerekkel megfelel6en a talajhoz rogzitjuk,
akkor a kialakult tartoszerkezetet racsostartonak nevezzuk.

 Aracsos szerkezetek alkalmazasa sokrét(, péeldaul hidak, tetGszerkezetek,

darukk kialakitasanal hasznaljak.
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RACSOSTARTOK KIALAKITASA

Ha harom rudelemet csuklokkal osszekapcsolva egy
haromszogge alakitunk, akkor az merev alakzatot
hoz |étre, vagyis az egyes elemek

elmozdulasmentesek lesznek egymashoz viszonyitva.

Racsos szerkezetet kialakithatunk merev
haromszogek linearis egymasutan kapcsolasaval.
Ennek a halézatfejlesztési elvnek az
érvenyesiuléséhez minden tovabbi csomopontot
két ruddal kell az eddigiekhez kdétntink. A
hatarozott €s merev kialakitas sztikséges feltétele:
r=2c-3, ahol r a rudak, c a csomopontok szama.
Az igy kialakitott merev testet az eddigieknek
megfelel6en kell a talajhoz rogzitenlink kilsé
kényszerekkel (f=2c-r).

Merev rudharomszog

(Fi; Fp3 F3) =0

merevségi hiany: 0

F

BelsGleg merev és
statikailag hatarozott

/N
JAVAV

Egészében merev és
statikailag hatarozott

r=2c—f




STATIKAI HATAROZOTTSAG ES MEREVSEG

A hatarozottsag és merevséeg kérdése
belsbleg és kulsbleg is vizsgalhato. A
vizsgalt halozatfejlesztési elvtol
eltérve kialakithatunk belséleg labilis
szerkezetet is, ha a rudak szama eltér
az r=2c-3 osszefluiggéstdl, vagy a
rudakat helytelenil, nem a linearis
sorolasnak megfelel6en helyezziik el.
Az Osszetett tartokhoz hasonléan
oelsbleg labilis kialakitas esetén a
pelsdé merevseégi hianyt a kulsd
kényszerek fokszamaval kompenzalva
kialakithatunk egészében statikailag
natarozott és merev tartot.

Belsbleg és egészében merev és
statikailag hatarozott

f+r=2c
3+17 =20

Belsdleg labilis,egészében merev €s
statikatilag hatarozott

f+r=2
4+ 16 =20

o

Bels6leg labilis (egy részen tulmerevitett) és

egészeben labilis

f+r=2
3+17 =20




RACSOSTARTO HALOZATI TIPUSAI

Szimmetrikus racsozas Szimmetrikus racsozas oszlopokkal
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RUDELNEVEZESEK ES TARTOALAK

A racsostarto rudjai a halozatbeli elhelyezkedésik | Fels ovrid
és ezaltal betoltott szerepuk alapjan kilon Y
elnevezéssel birnak .

Oszlop

Parhuzamos
6vﬁ , Z -
Also ovrad
Kidkelt Racsrud

ovu

A racsostarto alakjanak megvalasztasa a
szerkezet miikodését nem, de a ruder6k
értékét valamennyire befolyasolni képes,
ezen kivul az alaknak bizonyos funkcionalis

kovetelményeknek is meg kell felelnie (pl.
tet6hajlas).

Haromszog
alaku

alaku

Lencse
alaku

N
Szegmens M




RUDEROK MEGHATAROZASA

A statikailag hatarozott és merev racsostartok
esetén a kulsd kényszererdket a szokasos modon
felirt egyensulyi egyenletekkel meghatarozhatjuk:

YMA=0; YF,=0; YF, =0
A ruderdket kétféle megoldasi modszer segitségével
allithatjuk el6: - csomoponti modszer

- harmas atmetszés

Az egyes modszerek alkalmazasakor hasznalhatunk
szamito, szerkesztd és grafoanalitikus eljarast is.
A ruderbket a rudhoz a végein csatlakozo
csomopontok szamozasa alapjan jeloljuk: S,
A legtdbb esetben a racsostartok csomoponton
terheltek, de a megoldas szempontjabol meg kell
kildnboztetnlink rudon terhelt racsostartokat is.

(F2; F3; Az; Ax; B) = 0

Csomoponton terhelt

F1¢ Fy

Rudon terhelt

Yy

VNN




CSOMOPONTI MODSZER

Az egyes csomopontok egyensulyat elkilonitve vizsgalhatjuk. A csomopontokat
a biztonsag javara kozelitve csukloként képzeljuk el a valos befogott kapcsolat
helyett.

* A csuklokra kozos metszéspontu er6k hatnak. Ez alapjan két egyensulyi
egyenletet irhatunk fel. Emiatt csak olyan csomépont vizsgalhato, amelyre
maximum két ismeretlen raderé mdikodik, vagyis a csomopontok megoldasi

sorrendje ennek megfelel6en kototté valik.
e A csomoponti moédszerrel a racsos tartd valamennyi rudereje meghatarozhato,

viszont fennall a hibahordozas veszélye a csomopontok egymasra épuld
megoldasa miatt.

1 FVLB 5 /f*\ Csomop. megoldasi sorrend
| ) A /0. 2. 1. 4. 3.
(& (W
e NaY




CSOMOPONTI MODSZER

VETULETI EGYENLETEKKEL

Két ferde ismeretlen ruder6t
tartalmazo csomopont: a ruder6ket a| «

01 Rﬂ:sf(_)ﬂlx
vetiileti egyenletek @02
egyenletrendszerként torténd AlSy3 > So02x
megoldasaval kapjuk. Az ismeretlen 502; |
ruderdket huzottnak feltételezzuk. | . |

ZFix:SMx_I'SOZx:O | |

Eredmény
| So1

a
I

2. F, = A+ So17 — S22 =0

2. F,. =891 - cosag; + Sgp - cosag, =0

2 F,=A+Sy; -sinag; — Spy - sinag,; =0
+ So2 -

C
2 Fi = So1 Tz

C
VeZ4p? ) ] S01 (—)
2 F; = A+ So1- 0

a b —
Verrar 002 gp Soz (+)




VETULETI EGYENLETEKKEL

* Egy ferde ismeretlen rdder6t n

. : | Eredmény

tartalmazé csomépont: ~ Sozz |
a ruder6k egyismeretlenes 502z, 512 i b 512
vetuleti egyenletekkel 502/ @24 Syun 1 Sy

77 s 7 7 a ‘x\ i .’J{t
eloallithatoak. 02 524 1{ €_ 3 5‘24

5242
ZFix = —S02x + 5245 =0 | c | d |
2. F,. = =5y, -cosagy + 5,4 - cosay, =0
C d
2. Fix = —=Soz - VeZ1b2 + 524 JdZ+ez 0 = S24(+)

2. Fiz; = So2z + 812 = 824, = 0
ZFiZ — SOZ . Sin aoz ~+ 512 — 524_ . Sin a24 — O

b
ZFiz:SOZ'm-I'SlZ_SZéL'\/ﬁ:O = S512(—)




NYOMATEKI EGYENLETEKKEL

A ruder6k nyomatéki egyenletekkel
is kiszamithatoak. Az egyenleteket
az egyes rudak hatasvonalanak egy
ismert pontjara irjuk, hogy
egyismeretlenessé valjanak. A
ruder6k nyomatékat kdzvetlenul a
pontig meért karjukkal szorozva
irjuk fel.

_(a+b)-c_\/cz+a2-k01

Eredmeéeny

1 S01

T
A 2 2

(@+b)-c  Vc2+b?- ko,

T. =
A 2 2
ZM,:ZzA'C‘l‘SOl'kOl:O

XYM =A-c—Sp; ko =0




NYOMATEKI EGYENLETEKKEL

A ruder6k nyomatékat az 6sszetevoik nyomatékaval helyettesitve is felirhatjuk.
Az 6sszetevOkre bontast a vizsgalt ccomopontban is elvégezhetjuk, vagy

hatasvonalanak egy olyan pontjaban,
ahol az egyik dsszetevo kiesik.

YMZ=A-c+ Sy b+
+S01z:¢=0 = Sp1(—)

XM =A-c—Sppy-a~—
—Sp2z:c =0 = Sp2(+)

YMZ=A-c+ Sy, (a+bh)=0
= S01(—)
YMI=A-c— Sy (a+h)=0
= So2(+)

S 1‘ 1&
S N B N 1
e o a AT ' N, a
AN SU 1x TS 027 S 02x \ -1
AT o1 A
b 02 b
C ZT T | C 27 BE
' I
@01 S04
SU 1z .gﬁ | 1 . e
S So2x
.. 1 - i
2 2=
02z S
| c | 02




GRAFOANALITIKUS ELJARASSAL

Ha a csomoponton harom erd
egyensulya érvenyesil, akkor a velik
felrajzolt vektorharomszog és a halozati
geometriabol vett haromszog kdzotti
hasonlosag alapjan felirt aranyparok
segitségével is meghatarozhatoak a
ruderdk. Ha a vetuleti egyenletek felirasa
egyenletrendszer megoldasahoz vezet,
akkor ez az eljaras nagyon praktikussa
valik.

So1 Vc?2+a? Ve + a?

> Sqq = A
A a+b 01 a+b

Soz  Vc? + b? V2 + b2

—— \ —

So1 TN -
| c ¥ |
l |

S01 \/ Cz+a2

A
So,
02
'\/ c? + b2
| c

a+b

> Sor = A
A a+b 02 a+b




SPECIALIS CSOMOPONTOK ES VAKRUDAK

Azokat a rudakat, amelyekben nem keletkezik er6
az adott terhelés hatasara, vakrudaknak hivjuk.
Tehat ez a mindsités adott teheresetre
vonatkoztathato, vagyis a teher helyzetének
megvaltozasaval a rudban keletkezhet erd. Egyes
csomopontok esetén, a ra hatd er6k szama és allasa
alapjan konnyen kijelenthet6, hogy vakrudat
tartalmaznak.

Bizonyos kialakitasu csomopontok egyensulya és a
ra hato ruderdk nagysaga szamitas nélkul, egyszeri

kovetkeztetésekkel meghatarozhato.
A specialis csomopontok és a vakrudak

felismerésével a ruderdk szamitasat
egyszerUlsithetjuk.

Tipikus vakrudas csomopontok

Harom erot tartalmazé csp.

K

Két erot tartalmazd csp.

=

Specialis csomépontok

F* F

51> ,i\ 452 S1 52
53 53

F=S3

51=52

F @ S-cosff =F-cosa
B o_ng cos &
Sk B cos 3

S 5>

S]_:SZ




7.
Sikbeli tartészerkezetek:

racsostartok 2

Tartoszerkezetek
mechanikaja l.

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



HARMAS ATMETSZES

 Harom rud atvagasaval a tartot két kilonallo részre bontjuk. Az 6sszetett
tartoknal alkalmazottakhoz hasonloan az egyes tartorészek is egyensulyban

lesznek.
* A kialakitott tartorészekre sikban szétszort erGrendszerekként a rajuk esd kuilsé

terhel6- és kényszererdk, valamint az atvagott rader6k mikoédnek, igy azok

egyensulyat vizsgalva, harom statikai egyenletet irhatunk fel.

A harmas atmetszés segitségével csak azon ruderdk szamithatoak, amelyek
valamely atmetszésben atvagott rudként szerepelnek. Az egyes atvagasok
egymastol fliggetlen szamitasokat eredmeényeznek, igy a hibahordozas veszélye
itt kevéssé all fenn.

1 \F3 5 lerB 5 1\((;}3 5

K 7 o‘,e"’?i\ 7 0 | 7
A B A () BTTA B A
2 ‘;!/\—\_,4&;.?1 6 2“‘9-% 6




HARMAS ATMETSZES
NYOMATEKI EGYENLETEKKEL

e Nem parhuzamos dvrudak esetén: a harom
atvagott rud ismeretlen ruderdi kdzul kettd
hatasvonalanak metszéspontjara (fé6pont)
irunk fel nyomatéki egyenletet (f6ponti vagy
Ritter-modszer). A harom f6pontra irt
nyomatéki egyenlettel a harom ruderd
egymastol fuggetlenul meghatarozhato. Az

ismeretlen ruderdket huzottnak feltételezzik.

Eredmény: F
M2=0 —S,,(— 1 3835
2 M; 24(=) ¢F 1 S35 |04, ‘lf
SMA=0 - Si(+) 1{ k o\
0 34
M7 =0 - S3,(-) |\ . NP
24




NYOMATEKI EGYENLETEKKEL

* A ruder6k nyomatékat kdzvetlenil a fGpontig
meért karjukkal szorozva is felirhatjuk:

ZMi4=_F1'2'd+S35'k35=O _)535
ZMiBZ_F1‘d_524‘k24=0 — 524
ZMi034 =F; - x+ 534 k3s =0 — 534

e A karok szamitasa:

(a+b+c)-d \/d2+ (a/2)" - kss
T = 2 - 2

(a/2+b+c/2)-d sz +(c/2)" - kaa
T, = > =

k34 = S34 - SInaz4 = S34 -

— k3s

> = Koq4
k24
Ja% + (a/2 + b+ c/2)2




NYOMATEKI EGYENLETEKKEL

* Aruder6k nyomatékat dsszetevéik nyomatékaval is ¢F1 S S e
felirhatjuk: < b__
Y M;? = —F; -d — Sy, - (a/24+b+¢/2) =0 Spax™. |+
- S 24 5242 * ¢
SSSZ d 524(1 o
¢F1 Sac,, 935 535x | | |

et
I\?{’&Sx - YM*=—F, +2-d+ S35, (a/2+b+c)+S35,-d=0

S IXM*=—F;-2-d+S35,-(a+b+c) =0 - S;c

x__x__h_‘:\ I,»_’:“ | Fl
d d @4

| S aE S i
34 | b

5342‘-\
Z Mi034 — Fl X+ 534x ) (a/z + Z) + | X \\ . C
|
d

+S34,- (d+x) =0 — 534 d




NYOMATEKI ES VETULET!I EGYENLETEKKEL

Parhuzamos 6vrudak esetén: az 6vrudak tengelyvonalai nem metszik egymast,
ezért a fOpontjukra vett nyomatéki egyenlet helyett a tengelyvonalukra
merdbleges iranyban felirt vetuleti egyenletet egyismeretlenesként

hasznalhatjuk. Az 6vrudak ruderdit tovabbra is fGponti nyomatéki egyenletekkel
hatarozzuk meg.

YM*=—F, -2-d+Ss,-(a+b+c)=0 - Sg

ZMl'7:_F1‘3‘d_F2‘d_S4_6‘(a+b+C):O _)546

a+b+c

2F,=—F —F,+84; -sinay; = —F; — F, + S47 ' Jatbioira =0 = 547
F, A F, Eredmény:
F, 5¢ \ 7T “ Fy \L Ser 7 ¢F2
—> WV > Fy 557
A, @ Ve ‘L >
Sa) VA
47, Sur/
B ¢ " |




HASONLOSAGI MODSZERREL

A racsrudak és oszlopok hasonlosagi
modszerrel is szamithatoak:

Zp*S
S=R ==
Z1°Zp
ZF,*S
S34 = Fy -
Z1°Z3

Az R a vizsgalt tartorészen a kllsé erbk ereddje.
A tort geometriai parameéterekbdl all, amelyek
a nem vizsgalt masik két ruderd hatasvonalai
altal kivagott metszékek. A harom ,,z” metszék
az ereddvel parhuzamos, az ,,s” pedig a vizsgalt
rud iranyaba eso.

A kérdéses ruderd elbjelét csak a fépont koruli
forgatasi iranyok egyensulya alapjan
hatarozhatjuk meg.




HASONLOSAGI MODSZERREL

e Avizsgalt tartorészre es6 tobb kilsé er6 esetén az er6ket egyenként,
megoldasuk egymasrahalmozasaval vagy ereddjiukkel is figyelembe vehetjlik.

Mindkét esetben az esetnek megfelel6 i R F,
geometriai paramétereket kell az \t ! ‘I’ Fal
Osszefliggésbe helyettesiteni. :
. .ZFl'S .ZFZS . . ZR'S 47 1
547 - Fl Z1'Zy * FZ Z1°Zo = 4 Z1°Zo C
 Parhuzamos 6vrudak esetén a hasonlésagi . d | d d

modszer nagyon hatékonyan hasznalhato,

hiszen a kimetszett geometriai paraméterek
azonos éertekliek lesznek, az 6sszefligges ezaltal
konnyen felirhato és egyszerisithetd.

S47 =R - “RZ

S - —
=R .— v ZR =721 = 7y
Zq1°Z2 Z2




K RACSOZASU TARTO

A K racsozasu tarto ruder6i négyes atmetszéssel is szamithatoak. A kozbensé
(b) csomopont egyensulya alapjan a két racsrudban azonos ruderd ébred. A két
ruderd egy fuggdbleges erbvel helyettesithetd, igy a feladat harmas atmetszéssé
egyszerlsodik. Az dvrudak féponti nyomatéki egyenletekkel szamithatoak,

a racsrudak ereddje pedig vetuleti egyenlettel. F

A racsrudak ruderd6i az ereddjuk ismeretében

meghatarozhatoak:

(A; S24; S35; Spas Sps) = 0: ZML'B =0 -5y
ZML'Z =0 - 535
>F,=0 -R, 'y

(Sps; Spa) = Rp: Spsz + Spaz = Rp— Sps = Spa 5

A fliggdbleges oszlopok ruderdi a (b vagy 4. és 5.)

csp.-ok egyensulya alapjan kiszamithatodak:
besp.: Y F, =0 — Spo; Sps
4.6s5.csp.: Y F, =0 — S,.; Sz,




MASODRENDU RACSOZASU TARTO

* A masodrend( racsozasu tarto egyes ruderdi négyes atmetszéssel, egyes
ruderdi pedig harmas atmetszéssel szamithatoak. A megoldast a harmas
atmetszéssel kell kezdeni, igy a négyes I. 1I.

, 1y, 1\ 3 5
atmetszés vizsgalatanal a ket 6vrud rudereje

mar ismert lesz, a két racsrud pedig egyensulyi
egyenletekkel meghatarozhato.
Il. atmetszés:

ZML'4 =0 - 553

M =0 - Sy,

ZFiz =0 - SC4
|. atmetszés:

M =0 -8

YM!=0 - S,




RUDON TERHELT RACSOS TARTO

A kozvetlen terhelés( rudelemet
kéttamaszu tartoként egyensulyozzuk a
csatlakozo csomoépontokban keletkez6
flugglblegesnek valasztott reakcioerdkkel.
Ezek a reakcidéerbk a csomopontokra

ellentétesen terhel6 er6ként mikddnek.
(F; Fy) =F; (F;FFp) =0
* A csomopontra redukalt teher hatasara a
ruder6k meghatarozhatoak.
(F;F/;F;;;5;8")=0
* Aterhelt rddelemre haté csukloerbket
megkaphatjuk a kiszamitott ruderd és a
kéttamaszu modellbdl elballitott

reakcioerdk vektorialis 0sszegzésebol.
(S F)=C;(S;Fyp) =Cp;(F;C3C) =0




OSSZETETT RACSOS TARTOK

Egy bels6leg merev szerkezetet egyes rudak WW
eltavolitasaval bels6leg labilissa lehet tenni. A

kialakult merevségi hianyt kivilrél kompenzalva

egészében merev tartot hozhatunk létre. Ezt a

tartot kezelhetjuk egy tobb elembdl 0sszeallitott /1_«. % %

Osszetett szerkezetként. Leggyakrabban Gerber-
tarto vagy haromcsukloés tarto keril kialakitasra

Osszetett racsos szerkezetként.
A kulsé és belsé kapcsolati er6ket az
Osszetett tartoknak megfelel6en

szamithatjuk a tarto egészének vagy
az egyes tartorészek egyensulya
alapjan. A ruder6k ezutan az eddigiek
szerint meghatarozhatoak.




RUDEROK SZEMLELETI VIZSGALATA

A szemléleti vizsgalat alkalmazasaval a ruderdk

szerepet és mikodéseét allapithatjuk meg.

 Aracsos tarto egy rudjat eltavolitva labilis
szerkezetet kapunk, amely a terhek hatasara
mozgasi mechanizmussa alakul.

* A keletkezé elmozdulasokat felmérve
megallapithatjuk, hogy az eltavolitott rud
végcsomopontjai egymashoz képest milyen
mozgast végeznek.

 Ha kozeledik a két csomopont egymashoz,
akkor nyomoerdre van sziikség ennek
megakadalyozasara, vagyis a hianyzo rud,

amely az elmozdulasmentességet biztositja, nyomott lesz. A csomoépontok
tavolodasa esetén pedig huzott rudra szamithatunk.



SZIMMETRIA TULAJDONSAGOK, EREDMENYEK MEGADASA

 Ha aracsos tarto alakja és megtamasztasa mellett
a terhelése is szimmetrikus, akkor a kuls6
kényszererbk és a ruderdk is szimmetrikusan

RUDERGTABLAZAT alakulnak. Ennek
- RUDERS megfelelGen a
HUZOTT NYOMOTT ruder8szamitast elegendd a
FELSG | 1 szimmetriatengely egyik
oA ) . :
oldalan elvégezni.
a 0-2 o ’ /s V4
hy * A kiszamitott eredmenyeket
2-4

érdemes egy attekinthet6
ruderdtablazatba foglalni,

0-1

OSZLOPOK | 2-3

s valamint a ruderdket a
2 haldzati rajzban feltlintetni a konnyebb

RACSRUDAK

2-5 ellendrizhet6seg érdekeben.




Tartoszerkezetek @ s.
mechanikéja l. [genybevetelek, igénybevételi abrak

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



IGENYBEVETELEK ERTELMEZESE

A kulsé er6k hatasara a tarto tengelyére merdbleges metszeteiben belsé erdk
ébrednek, amelyeket igénybevételeknek hivunk. Az igénybevételek tehat

mindig a tarté keresztmetszeteihez hozzarendelt mennyiségek.

A tartoszerkezetek megfelel6ségének igazolasanal, méretezésénél,
ellendrzésénél szikséges az igénybevételek ismerete.
Az eddigiekben belsb erbket az 6sszetett tartok belsé kapcsolatainak

feloldasaval kaptunk. Ugyanilyen modon barmilyen tarto barmely folytonos
anyagi kapcsolattal kialakitott keresztmetszete vizsgalhato.

.
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IGENYBEVETELEK MEGHATAROZASA

Az igénybevételek a vizsgalt keresztmetszetnél
kettévalasztott tarto egyik tartorészére mikodd
dinamok a keresztmetszetben, amelyek a
megszlntetett anyagi folytonossagot potoljak a
tartorész egyensulyanak biztositasaval.

(A}B;F1}F2) =0

(Ry; My B; F,) = 0 (4; F1) = (Rp; Mp)

(Np; Ty; My; B; F,) =0 (Np; Tp) = Ry
(Rj; Mj;A; F) =0 (B; F3) = (Rj; M;)
Ul it ah ) = 0 (e ) = &

Az igénybevételeket akar a bal, akar a jobb oldali
megmaradt tartorészen értelmezzik, ugyanarra
az eredmeényre jutunk .

J Fl\ K /Fz |
5 B
A B,
Vak
Mb(}{ J{_
Rb Bz Bx
M Vak:
b(“ J
Nt 55,
A
Fl\ R?
J
A In,
14




IGENYBEVETELEK TIPUSAI

 Azigénybevételeket egy lokalis koordinata rendszerben hatarozzuk meg, amely
az aktualis allasu keresztmetszet sikjahoz illeszkedik, egyik tengelye a
keresztmetszet sikjaba, a masik a normalisaba esik.
A keresztmetszetet megel6z6 er6k normaliranyu

vetluletosszegeéet a keresztmetszet

Fy

normaligénybevételének nevezzk. ‘I‘A B
NK — Zbal Fin Bz:T
A keresztmetszetet megel6z6 er6k normalisra M A
merdbleges iranyu vetlletosszegét a keresztmetszet (" T
nyiroigénybevéetelének nevezzik. A
Tk = Zbal Fit
A keresztmetszetet megel6z6 eréknek a M ¢
keresztmetszet sulypontjara vett nyomatékosszegét a 72 (Y T
keresztmetszet nyomatéki igénybevételének nevezzik. N %

Mg = Zbal MLO




IGENYBEVETELEK ELOJELSZABALYA

A keresztmetszetet megel6z6 tartorészrdl balrol jobbra
haladva, a keresztmetszetet kovets tartorészrdl pedig
jobbrol balra haladva kaphatjuk meg a kapcsolati er6ket,
amelyek egymas ellentettjei lesznek (hatas-ellenhatas). A
kapcsolati er6ket igénybevételekként értelmezve, az
el6jelezésiuknek azonosnak kell lennie akarmelyik iranybol
is hatarozzuk meg 6ket, ezért az elbjelszabalynak ezt kell
biztositania.

A normaligénybevétel pozitiv, ha huzza a keresztmetszetet.

A nyiroigénybeveétel pozitiv, ha a pozitiv normalerd plusz
90°-kal elforditott iranyaba mutat.

A nyomatéki igénybevétel pozitiv, ha a keresztmetszet
also felét huzza. Ez balrdol az 6raval megegyezd, jobbrol az
oraval ellentétes forgatas esetén teljesdil.

el
'—

haladasi
irany

_ N
TVE
M

haladasi
irany




IGENYBEVETELEK SZAMITASA

A koncentralt er6 és nyomaték a nekik megfeleld
igénybevételt ugrasszerlen valtoztatjak meg.
* AK, keresztmetszet igenybevetelei:

Nk, =0
Tk, = A
Mg =A-a
* AK,keresztmetszet igenybevetelei: :I: F,
Nk, = 0; NK = Fox; ANk, = Fyy f
Tayy = A= FiTy, = A—Fy — FyiAT,, = —Fy, Kol
MKZ—A (a+b+c) F,-c Kz M
* AK;keresztmetszet igenybevételei:
NK3 = Foyx Kb ‘ K3
Tk, = A—F; — Fy, K3

M3 =A-(a+b+c+d)—F,:-(c+d)—F,,-d
M _A (a+b+c+d) Fl (C‘I‘d) FZZ d+M AMKg_M



IGENYBEVETELI FUGGVENYEK ES ABRAK

 Ha a tartdé valamennyi keresztmetszetéhez hozzarendeljuk az igénybevételeit,
akkor a kapott hozzarendeléseket a tarto igénybevételi fliggvényeinek hivjuk.

Hax < a
Ny = —4y
Txy = Az
My = A, x
Hax > a _
Ny =0 N,
Tix) = A, —F, TI
My =4, x—F - (x—a)
 Azigénybeveételi figgvények grafikus M
megjelenitését igénybevételi abraknak
nevezzuk.




Az igénybevételi abrak a tartd tengelye
mentén minden keresztmetszetben
megadjak a belsd erbk értekeét.

Az abrakat az igénybevételek definicioja
alapjan megrajzolhatjuk. Az egyes
fuggvényszakaszok végkeresztmetszeteiben
meghatarozzuk és felmerjik az értékeket,
majd a fiuggvénynek megfelel6en ezeket
dsszekothetjlk.

Az abrakat a tarto tengelyvonalaval
megegyezO vonalra rajzoljuk, a pozitiv
értékeket a tengelytdl lefelé, a negativakat

IGENYBEVETELI ABRAK MEGHATAROZASA

q F
é EEA M
_\d\ \ '\ x)A
Ki K, K; AI‘
a b c A,
N Fl—~F =4,
q-aTk
_ q-a M_F:Z:AZ
—q-a (E‘I'b-l'c)_Fz'C:MA
a
—q-a-(—+b7
a2 |2
A

Mindharom felll huzott, feltlre mérenddek.

felfele. A nyomatéki abraknal az el6jelek alapjan térténd abrazolas helyett
alkalmazhatjuk azt, hogy ez az abra mindig a huzott oldalra kerdil.




IGENYBEVETELI ABRAK MATEMATIKAI OSSZEFUGGESEI

 Azigénybeveételi fUggvények kozott matematikai q
kapcsolat all fenn. Ennek megallapitasahoz 1l

vizsgaljuk meg egy tarto elemi hosszusagu darabjat M + dM M

és annak egyensulyat:
Y2 E,=T+dl—q-dx—T =0 T l
oI T +dT T

dx -
dx

SMO =M+dM+q-dx-Z+T-dx—M=0

(q - dx - dx /2 tag masodrendden kicsiny, ezért elhanyagolhato.)
dM
= _T
dx
* A teherfliggvény a nyirder6fiiggvény meredekségfiiggvénye (derivaltfiggvénye).
* A nyiroer6fliggvény a nyomatéki fuggveny negativ meredeksegfliggvénye
(derivaltfiiggvénye).




AZ ABRAK MATEMATIKAI OSSZEFUGGESEINEK ALKALMAZASA

AZ ABRAK ALAKJANAK MEGHATAROZASA
 Aigénybeveéeteli figgvenyek

kdzotti matematikai kapcsolat a Teher Nyiroero Nyomaték
grafikus megjelenitésben is 0 fv. konstans fv. | linearis fv.
érvényesul, igy az abrak ~ _— ]

N/

alakjaban is. konstans fv.| linearis fv. | masodf.p. fv.

* A differencialis 6sszefliggés ] -
alapjan a fuggvények fokszama |—— .
egayel ndvekszik a teher-, a linearis fv.| masodf.p. fv.|harmadf.p. fv.

nyiroerd-, €s a nyomatéki abra — — .

kozott. O f w:vté
* A negativ nyiréerd abra alatt a — |
nyomatéki dbra felfelé tart, a @ de\m—rm

pozitiv alatt lefelé.




AZ ABRAK A KONCENTRALT ERO ES NYOMATEK HELYEN

A koncentralt hatasok helye szingularis, a
vellk 6sszefliggd igénybeveteli abraknak
szakadasi helyuk van itt.

Ez rajzilag azt jelenti, hogy a koncentral eré
helyén a normal és/vagy nyiréer6 dbraban az
erd ertéekének megfelel6 ugras alakul ki. A
nyomateéki abraban a differencialis
kapcsolatbol adoddan torés jon létre, hiszen
a meredeksége és annak valtozasa a nyiréeré
értékének és annak valtozasanak felel meg.
A koncentralt nyomaték helyén pedig a
nyomatéki abraban alakul ki az értékének
megfeleld ugras a nyirderd abra
valtozatlansaga mellett.

Teher Nyiroéerd
I
/-) nincs
|\ valtozas
Vs nincs
(U valtozas
/* nincs
. valtozas

Nyomaték

LA




A NYOMATEKI ABRAK SZELSO ERTEKE

A nyiroer6 abra
el6jelvaltasanal a nyomatéki
abranak lokalis szélsé értéke

alakul ki.

Megoszlo teher esetén:
A

Ti,n =0 > x ==

(x) a

Mpyox =4-x—q- >

Koncentralt teher esetén:
M,,., =A4-a

A

WY W

A koncentralt nyomaték helyénél is kialakulhat
szélsb érték a nyomatéki abraban, de ebben az
esetben a nyiroer6 abraban nem torténik valtozas.




IVIEREDEKSEG ES TERULETSZAMITAS AZ ABRAK KOZOTT
Linearis nyomatéki abra egyes b F, F, |
fliggvényszakaszainak meredekségét | meredeksegim = ! | Z
kiszdmolva az ugyanezen Mb ——F i’pz -
szakaszokon kialakuld nyirderd a h
értékét kapjuk vissza: v "
m1=%=F1; mzzMZ;M1=F1+F2 Ml/
* A nyiroer6 abra egyes szakaszain az abra terllete Y
megegyezik ugyanezen szakaszok végnyomatékainak qu 11
kiléonbsegével: ] ,
Fr-a=M;,—0=M, H | 5
(Fi+F) -b=M, — M, - . B
* Ateruletszamitas a maximalis nyomaték szamitasanal ;/
is jol hasznosithatd: " —
A-x  A? i B
Mmax_T_j' x_a Mpax




ELEMI TARTOK IGENYBEVETELI ABRAI

Az Osszetett terhelési tartok igénybevételei is gyakran visszavezethet6ek
q

egyszer( esetek
Osszegzéseére.
Ezért célszerd a
legegyszer(ibb,
leggyakoribb
ilyen terhelési
eseteket
megismerni.

F |
! 7 I C ’
—) " ) ’ Sty %
F F g x gL
N O
F - ' x* L?
F-x = 9> M M
q
E Fl é &\f k4 h 4 h 4 A ¢ é E MC é
X X X
*.A Lj2 ., L2 A *'A L A L/ L/2 n
_n_ —B=q-L/2 A _p_
) B=F/2 g (L2 =k / = B=M/L
I +
A=F/2 AEq-L/2 B .
Fx/2 il (/2 - x/2) M/L:x3-M/2
F-I/4 M /2




Tartoszerkezetek @ o.
mechanikéja l. [genybevetelek, igénybevételi abrak 2

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TORTTENGELYU TARTOK IGENYBEVETELI ABRAI

MEGELOZO ES KOVETO EROK

A vizsgalt keresztmetszetet megel6z6
erbket a tarto keresztmetszeti
elvagasa utan a megel6z6 tartorészrol
gyljtjuk ossze, fuggetlendl attol, hogy
geometriailag a keresztmetszet
melyik oldalara esnek.
A keresztmetszeteket megel6z6 erdk:

Ki: A A,

Ky: A A, F

Ks: A, A, Fy; F5; Fa
A fenti megallapitas természetesen a
keresztmetszetet kdveto erbkre is
vonatkozik.




HALADASI IRANY

Torttengelyd tartok esetén az abrak
megrajzolasanal érdemes kijeldlnink a
vizsgalat haladasi iranyat. Ezt az iranyt
kdvetve a tarto abrajat ugy forgassuk, hogy
az aktualisan vizsgalt szakasz vizszintes
legyen, igy a negativ értékeket felfelé, a
pozitivokat lefelé mérhetjuk a szokasos
maodon.

Az elbjeleket a haladasi irany szerint a
tartotengelyhez igazitva elforgatott
eldjelszabaly alapjan allapithatjuk meg.

A hatékony megoldas érdekében a haladasi
irany menet kdzben is megvaltoztathato a
fenti elvek betartasa mellett.

hal adasr
irany

Fg

hcﬂ adasi
irdny B




CSOMOPONTOK IGENYBEVETELEINEK MEGHATAROZASA

 Atorttengelyl tartok csomopontjaira minden csatlakozo rudveégrdl kapcsolati
er6k adodnak at. Az egyes rudvegek keresztmetszeteire a megel6z6 vagy
kovetd tartorészrdl 6sszegezve az er6k hatasat, kaphatjuk meg az egyes

igénybevételeiket.

F> F3
Ki: Ny=0; Ty = —F, __\If Kl: f{Z ‘If K“: 4 _EI N4N
M, =—F,-a o KT "f{Sd N; 5
Ky Ny = —Fy; Ty = —F, + A | >
M,=—-F,-a—F-e |/ ;—% .
Ks: Ny = —4; Ty = —F, % B,
M; =—F,-e _a A b _c "
K4y: Ny = —By; T, = —B, Iy m— - 4M5
M,=-B,-d el s =
Ks: N5 = —B;; Ts = By i
Ms = —By - d T M




CSOMOPONTOK IGENYBEVETELEINEK EGYENSULYA

Az egyes csomopontokat elklldnitve, azoknak
egyensulyban kell lennitk.

Emiatt a radvégekrél a csomopontra atadédo normal- és
nyiréerék vetiileti 6sszegének nullat kell eredményezniiik.|”

“? %

2Fix =—N;+T53=0; YFxy =N,—Ts=0

2 Fi;, =-T, =T, + N3 = 0; 2. Fiz = —T4 + N5 = O————
A csomopontra hatdé nyomatékok is egyensulyban
vannak. Kétrudas csomopontnal ez azonos nagysagu
és el6jeld nyomatékokat eredményez, tobbrudas
csomopont esetén a rudvegek nyomatékai is
egyuttesen adjak a zérus eredmeényt.

XM, =—-M, —M;+M,=0

XM, =—-M,+M:=0

M\




SZIMMETRIA-TULAJDONSAGOK

 Szimmetrikus tarto szimmetrikus terhelése esetén a tamaszer6k szimmetrikus
kialakulasa mellett a normal- és a nyomateéki igénybevételi abra is
szimmetrikusan alakul, a nyir6 igénybevételi abra pedig ferdén szimmetrikusan.

e Szimmetrikus tarto ferdén szimmetrikus terhelése esetén a tamaszer6k ferdén
szimmetrikus kialakulasa mellett a normal- és a nyomatéki igénybevételi abra is
ferdén szimmetrikusan alakul, a nyiro igénybevételi abra pedig szimmetrikusan.

*F F¢ ¢F




A SZUPERPOZICIO ALKALMAZASA

* Azigénybevételi dbrak terhenként is M lF q ’
el6allithatoak, majd ezek 6sszegzésével (q Y Vv Vv %
(szuperpozicidjaval) is megkaphatjuk a teljes | L 5

teher hatasara kialakulo megoldast.

L2
A szuperpozicié alkalmazasa egyszerdsitheti az 9~
igénybevételek mikddesenek megertesét es az F.l

abrak megrajzolasat is. M

o




IGENYBEVETELEK ES DEFORMACIOK

A nyiro- és nyomateéki igénybevéetelek matematikai
kapcsolatban allnak a tarton kialakulo
deformaciokkal, differencialis 6sszefliggés van
kozottik.

A nyomatékok hatasara a tarto eredeti alakja
megvaltozik, a keresztmetszetek elfordulnak eredeti
helyzetliikhoz képest, egyik felik huzott, masik feltk
nyomott lesz.

A nyomatéki ertékeket a keresztmetszetek huzott
oldalara meérjuk fel az abraban, vagyis a nyomatéki
abra mindig a deformalt alak domboru (huzott)
oldalara rajzolando.

J, /htizr.is felul
__-——-j{______ o

N nyomas alul

M abra felil
/‘

V% nyomas feltl

NN

NN

“hiizés alul

\I
M abra alul




A NYOMATEKI IGENYBEVETELEK ES A HUZOTT OLDAL
* A differencialis 6sszefuggésbdl adododan a Vl F2¢ A
nyomatéki abra zérushelyeinél a deformaciokat
feltintetd abranak inflexios pontja alakul ki. Ezen M
pontok két oldalan feltlrdl es alulrol domboru AN
(huzott) deformalt tartorészek valtjak egymast, a deform—— fnﬁg;%sshgi)ynt\
nyomatéki abrak pedig ennek megfeleléen XL
kerulnek fellilre vagy alulra az egyes szakaszokon. femlhazTott;rw ‘ fem,\hfdlo}tt ot
* A huzott oldal vizsgalata a torttengely(l tartok M dbra feliil M dbra feliil
7o 2 co oo c oo alul huzott tarto
nyomeéki abrainal is segitséglinkre lehet. M ébra alul
9 \.
<
“_beliil , =
hizott M a!:.a'ra < M f.it.)'ra
tarté 2\ bellil kiviil




FERDE TARTOSZAKASZ IGENYBEVETELEI

* Ferde tartdszakasz keresztmetszeteire hato fliggbleges vagy vizszintes erd egy
normal- és egy nyirderd 6sszetevlre bonthato, amelyet meg kell hataroznunk:
Ay = —A-sinaq

Ar = A-cosay lpz
e Ha aferde tartdszakasz keresztmetszeteit =

F
——>
tobb flggbleges és vizszintes erf is
megel6zi, akkor ezek mindegyikébdl

eldallitott normal- és nyirdiranyu
komponensek 6sszege eredményezi a
normal- és nyirdigénybevétel értéket:

q
A
B,y = —B,-sina,; B, = —B, - cos a, . , , B..
_B_ . .- B, =B, -sina '
Bxn x * COSQy; Bxr = Dy 2 i, B B,
1
Ay 14

By
Br

_BZN o BxN

—B,r + Byr




IGENYBEVETELEK FERDE TARTOSZAKASZON MEGOSZLO TEHERBOL

Ferde tartoszakaszra hato fliggbleges vagy vizszintes megoszlé er6rendszer

intenzitasat normal- és
nyirdiranyban meg kell
hatarozni, amelyekkel a
tarto

igénybevételei
eldallithatoak:

Q- -cosa=0Qrf
qg-s-cosa=4(qr-S
q-cosa = (qr
Q- -sina = Qy
q-s-siha =qy-S
q-sina = qy




IGENYBEVETELEK FERDE TARTOSZAKASZON MEGOSZLO TEHERBOL

 Ferde tartdoszakasz fuggbleges vagy vizszintes
vetulete mentén mikodd (pl. hoteher)

megoszlo erGrendszert (q,) at kell szamitani
a ferde szakasz mentén mikodd teherré (q),
amelyet az eredbjik azonossaga alapjan

érdemes meghatarozni. A kapott eredményt
az el6z6ek alapjan vehetjlik szamitasba az
igénybevételi abrak megrajzolasanal a

normal- és nyiréiranyu intenzitasok
meghatarozasaval.

q-5=qq-a
a

q=qa-§=qa-cosa
qr = q - cos
gy = q - sina




OSSZETETT TARTOK IGENYBEVETELI ABRAI

Az Osszetett tartok tartorészei kdzotti belsd kenyszerek a fokszamukbol adodoé
igénybevételek felvételére alkalmasak.

A belsd csuklo csak erdk felvételére képes, ezért nyomateki igénybevétel nem
ébredhet benne, vagyis a csukloban a nyomateéki abra ordinataja csak nulla
lehet.

A belsbé kapcsolatként Gzemel6 rudakban csak rudiranyud, vagyis csak

normaler6 ébredhet.
F
A P 2

vy vy s

p—




GERBER-TARTOK IGENYBEVETELI ABRAI

A Gerber-tarto igénybeveételi abrai megrajzolhatoak az eddigieknek
megfelel6en a kilsd kapcsolati er6k ismeretében a teljes tarton.
Az abrakat meghatarozhatjuk a kapcsolati er6k szamitasahoz sziikséges

részekre bontas altal kialakitott tartoelemekre is, majd az igy kapott abrakat
dsszetolva a teljes tartd megoldasahoz jutunk.




Tartoszerkezetek @ 1o.
mechanikéja l. Térbeli erok, térbeli tartdészerkezetek

Készitette: dr. Movahedi Rad Majid



TERBELI ERO OSSZETEVOI

A térbeli er6k kapcsan a sikbeli er6knél tanultakbol kiindulva

terjesztjuk ki megoldasainkat haromdimenziossa.
Térbeli er6 6sszetevdi a harom tengely mentén:

X
E.=F- d = F - cos a,
Vxp? + yp? + zp?
K, =F: ol = F - cosa,,
Vg2 + yp? + zp?
ZF
E,=F- =F -cosa,

Vxp? + yp? + zp?
Az er8 a vektorkomponensek 6ssszegeként:

F=F +F +F

Az erd nagysaga az 0sszetevOk ismeretében:

IF| = \/sz + E,° 4+ F,*




TERBELI ERO NYOMATEKA

Térbeli er6 nyomatékat tengelyre
szamithatjuk, amelyet az er6 tengelyig mért
karjaval (normaltranszverzalis) szorozva
allithatunk el6. A nyomaték elGjelét a pozitiv
tengelyaggal szembenallva kaphatjuk meg.
M=F-k
A nyomaték vektorként is értelmezhetg,
nagysaga a nyomateék értékével megegyezik,
annak sikjara merdéleges, vagyis a forgatott
tengely iranyaba mutat, szembenallva a
hegyével latjuk pozitivnhak a forgatasat.
Ha az er6 metszi a tengelyt vagy
parhuzamos vele, akkor nem forgat, vagyis
nem lesz nyomatéka a vizsgalt tengelyre.

2 ““
M=0 M=0
F

- F




TERBELI ERO NYOMATEKANAK MEGHATAROZASA

* Térbeli er6 egy pontra (origo) vett
nyomatékat az er6 hatasvonalanak egy
pontjaba mutato helyvektor és az er6vektor
vektorialis szorzataként szamithatjuk.

M=rXF
M| = ‘r| ‘F‘ -sina =k - F

F(FxJ V) z)

r(Xr; Yr3 Zr)
ﬂ - sina

k =

=<

x_ﬁ+ﬁ+é- F_xz+F_y2+F_Zz-sina

* A hajlasszog szamitasahoz a skalar szorzat felhasznalasa:

r-F = |r|- |F| - cosa
r.F Xr B +y K, + 2, - F,

cosq =——— =
7] - |E]

=<

xr +yr +zr s B+ E A F




TERBELI ERO NYOMATEKANAK MEGHATAROZASA

 Atérbeli er6 nyomatékat megado vektorialis
szorzat determinans alakkal felirva:

i ]k
M_EXE_ Xr Yr Zr
F, FE, F

Mz(YT'FZ_Zr'Fy)i_(xr°Fz_Zr'Fx)]_.+
+(xr'Fy_yr'Fx)E

Az egyes tengelyekre vett nyomatéki komponensek:
My =y F; — 2z - F,
My, = —x, - F; + 27+ F
M, Zxr'Fy_YT'Fx

 Atengelyekre vett nyomatékok ereddje:

M=\[M,%+M§+MZZ




TERBELI ERORENDSZER EREDOJE )
KOZOS METSZESPONTU TERBELI ERORENDSZER EREDOJE

A kozos metszéspontu térbeli er6rendszer esetén is a sikbelihez hasonldan
csak vetuleti egyenletek felirasa sztikséges az ered6 meghatarozasahoz,

viszont itt ez harom egyenletet jelent:

ZFix = R,
ZFiy :Ry
ZFiy = R,

e Az eredd nagysaga a komponensek
segitségevel:

R=\/R§+R§+R§

 Nyomatéki egyenlet felirasa nelkul megallapithatd, hogy az eredd athalad a
kb6zds metszésponton.



PARHUZAMOS TERBELI ERORENDSZER EREDOJE

A parhuzamos térbeli erGrendszer ereddje nagysaganak meghatarozasa soran
egy vetuleti egyenletet kell felirni az er6kkel parhuzamos iranyban:

ZFL'ZZFL'ZZRZZR

Az eredb helyének meghatarozashoz két nyomatéki egyenlet felirasa

szukséges, az er6k iranyara
merodleges tengelyekre:

2 My =X F-yi=R-ypg
:ZMix :ZFi Vi
R R
2 My, =X F;-x; =R xp
_ZMiy _ZFi'xi
R R

YR

XR
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ERO ES EROPAR EREDOJE TERBEN

 Erb és erbpar ereddjének vizsgalatakor az er6 és a nyomatékvektornak az er6
hatasvonalara merdleges osszetevlje 0sszeteheté mennyiségek. Mivel kozos

sikban mikodnek, az eredmény egy bnmagaval parhuzamosan eltolt er6 lesz:
M = (My; M) My = (Fu,; Fu,)

0 = (F; Fu,) R = (F; My)
R=(F;Fy;Fy,) R= Fu,
k= o
R
A kapott erd és az er6vel parhuzamos

megmaradt nyomatéki komponens nem
osszetehetdek, tovabb nem
egyszerUsithetbek, ezt a két mennyiseget
egyutt er6csavarnak hivjuk :

E=(R;M,)




ALTALANOS TERBELI ERO
Az eredémeghatarozas alta

RENDSZER EREDOJE
anos esetben az er6rendszer origora tortéend

redukalasaval kezd6dik, me

2. Fix = Rox
ZFiy — ROy
2 Fi, = 502
cosa, = —=
Ry
R
COS ay =
Ry
R
cosa, = ==
Ry
2. My, = Moy
2 M;,, = My,
ZML'Z — MOZ

A kapott vektorkett6st tarserének és

tarseréparnak hivjuk.

R, = \/R(Z,x + ng + RE,

M, = \/ng + ng + M¢,

vnek eredménye egy er6 és egy erdpar:




ALTALANOS TERBELI ERORENDSZER EREDOJE

A két vektor eredménye alapjan az ered6 aktualis esete meghatarozhato:
Zéruser0:Ry =0 és My, =0
Er6par: Rg =0 és My, # 0
Er6 (origon athaladd): Ry # 0 és My, =0
Ero vagy erocsavar: Ry = 0 és My, # 0
Ha erd az eredd, akkor a tarser6 és a tarser6par vektora merdleges egymasra,

kdzos sikban mikddnek, vagyis dsszetehetd P
mennyiségek. Ez skalar szorzatuk nulla M,

eredményével teljesul:
|RO 'Mol — |R0| . |M0| cCOS X — O, a = 90°
ROX . MOX —+ Roy . Moy + Roy . Moy — O

Az ered6 nagysaga és helye: Ry =R

2 My
Mox =Rz yr = YR = R,
ZMiy

R,




ALTALANOS TERBELI ERORENDSZER EREDOIJE
Ha a tarserd és a tarser6par vektora nem merdleges egymasra, vagyis a skalar

szorzatuk nem nulla, akkor er6csavar lesz az ered6 : A
IRy - My| = |Ry| * |[My| - cosa #= 0; a #90° _WMor E = (M;R)

Rox * Moy + Roy * My + Roy - My, # 0
A nyomatékot fel kell bontani az er6 hatasvonalara
merobleges, az erbvel osszetehetd6 komponensre,
amelybdl az ered6 helye meghatarozhato és az
erd hatasvonalaba es6 komponensre, amellyel az ),

er® az erocsavart alkotja: R -M
Az erGcsavar: E = (R;M); R =Ry, M = Myp; Mop = My - cosa = (|)R0| °
RO . MO RO MORb.
Mornx = Mox — Mopx = Moy — |Ro| | |R:| =Rz YR 2 YRS R ;
Z
Ro - My Roy Morsy
Morny = Moy = Mory = Moy — [Rol  [Rol Rz xR = AR —R,



TERBELI MEGOSZLO ERORENDSZER EREDOJE

 Parhuzamos térbeli megoszlo er6rendszer ereddje az erGiranyban felirt
vetuleti egyenlet alapjan a terhelési test térfogataval egyezik meg :

R= ey - dA =V

Az eredb tamadaspontja a terhelési test
sulypontjaba esik a tengelyekre felirt

nyomatéki egyenletek alapjan :
R-yp= JF(A)y "Qlxy) * dA = qu — YR=

R xg = f(A)x "qxy) dA = Mgy — xp=

 Egyenletesen megoszlo

teher ereddje:
R=qg-a-b
* Egyiranyban linearisan valtozé
megoszlo teher ereddje:

R:q.a.b/z 7%(

b/




TERBELI TARTOSZERKEZETEK

Egy térbeli merev test szabadsagi fokainak szama
hat. Ennek megfelel6en a merev megtamasztashoz
a kapcsolati er6k 6sszfokszamanak is hatnak kell
lennie. Térbeli er6k egyensulyat hat figgetlen
statikai egyenlettel biztosithatjuk, amelyek
segitségével a kapcsolati er6ket meghatarozhatjuk:

Y2F,=0 M, =0 (Avetileti egyenletek

ZFiy =0 ZMl-y = 0 becserélhetSek

YF, =0 X M;, =0 nyomatéki egyenletekre.)
A térbeli megtamasztasok is az altaluk
megakadalyozott elmozdulas-6sszetevéknek
megfelel6 szamu kapcsolati er6t tudnak felvenni. Ez
a szam a kényszerek fokszamat is megadja, amely
egy és hat kozott valtozhat térbeli tamaszoknal.

Fontosabb térbeli tamaszok

1. foka kényszer
GOrgos tamasz
(2 iranyban)

2. foka kényszer
Gorgos tamasz
(1 iranyban)

3. foka kényszer
Csuklos tamasz

4. foka kényszer
Kardan csuklo

5. foku kényszer
Villas megtamasztas

6. foku kényszer
Térbeli befogas




TERBELI TARTOSZERKEZETEK EGYSZERUBB TIPUSAI
TERBELI BAKALLVANY

e Harom tamasztorud egy csuklos csomoépontban
van rogzitve egymassal. A terhel6 erdvel a raderdk 51
k6zos metszéspontu erdk egyensulyat alkotjak, a 52
szamitashoz harom egyensulyi egyenlet irhato fel.

2Fi, =0 ) S1 (Altaldnos esetben X
2Fy, =0 - S, hiromismeretlenes

2Fi, =0, S3 egyenletrendszert kapunk.)
* Egyszer(ibb geometria esetén az egyenletrendszer
harom egyismeretlenes egyenletre eshet szét.
Z Fix — O — Sl
) Fiy =0 -5

Z FiZ — O — 53
 Egyismeretlenes egyenleteket kaphatunk

nyomatéki egyenletek felirasaval is.




HAROMLABU SZERKEZET

 Ebben az esetben harom parhuzamos tamasztoruddal van megtamasztva a
test. Csak a rudakkal parhuzamos teher esetén alakulhat ki egyensuly. Mivel
parhuzamos erdk egyensulyardl van szo, harom egyensulyi egyenlet

hasznalhato. Az er6k iranyaba esé
vetuleti egyenleten kivil két nyomateéki
egyenletet szuikséges felirni. A
nyomatéki tengelyeknek két-két
rudtengellyel kell metszédniltk az
egyenletek egyismeretlenessege
érdekében.

ZMly=O —)Sz
2F,=0 -5

ZA




HATRUDAS SZERKEZET

 Ezen szerkezet vizsgalata az altalanos térbeli er6rendszer egyensulyanak felel
meg, vagyis hat egyensulyi egyenlet felirasa sziikséges. A testet megtamaszto

kényszerek osszfokszama is hat, amelynek
egyik valtozata lehet a hat tamasztorud
alkalmazasa. Az egyenleteket és
sorrendjuket célszerlen kell megvalasztani,
hogy azok egyismeretlenesek legyenek.

>M;,, =0 - S
XM, =0 -5
XMy, =0 S5,
Y2Fiy,=0 >,
ZFiyZO — 54
2F, =0 - 5;




